
Ìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ:

ïðî÷íîñòü, ðåñóðñ, áåçîïàñíîñòü

Materials mechanics:

strength, durability, safety

DOI: https://doi.org/10.26896/1028-6861-2020-86-2-44-53

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÑÄÂÈÃÀ

Â ÑËÎÈÑÒÎÌ ÊÎÌÏÎÇÈÒÅ

� Þðèé Èâàíîâè÷ Äóäàðüêîâ, Ìèõàèë Âàëåðüåâè÷ Ëèìîíèí*

ÔÃÓÏ «Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. ïðîô. Í. Å. Æóêîâñêîãî», Ðîññèÿ, 140180, ã. Æóêîâñêèé,

Ìîñêîâñêàÿ îáë., óë. Æóêîâñêîãî 1; *e-mail: mikhail.limonin@tsagi.ru

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 25 èþíÿ 2019 ã. Ïîñòóïèëà ïîñëå äîðàáîòêè 27 èþëÿ 2019 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 1 îêòÿáðÿ 2019 ã.

Ïðåäëîæåíà èíæåíåðíàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëîèñòîì

êîìïîçèöèîííîì ïàêåòå. Â åå îñíîâå ëåæèò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ä. È. Æóðàâñêîãî äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ýòèõ íàïðÿæåíèé â èçîòðîïíîé áàëêå ïðè åå ïîïåðå÷íîì èçãèáå. Â îáùåì ñëó÷àå

ïðèìåíåíèå äàííîé ôîðìóëû ê áàëêå èç êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-

íûì â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ñòðóêòóðû áàëêè. Ñîãëàñíî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå, íà ïåðâîì

ýòàïå åå ðåàëèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîé ìîäåëè îäíîðîäíîé áàëêè, äëÿ

êîòîðîé ôîðìóëà Æóðàâñêîãî ïðèìåíèìà. Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ ôîð-

ìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ åå èçãèáíîé æåñòêîñòè è îáîáùåí-

íîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè. Âû÷èñëåííûå íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ýêâèâàëåíòíîé

áàëêå çàòåì ïðåîáðàçóþòñÿ ê çíà÷åíèÿì íàïðÿæåíèé â èñõîäíîé êîìïîçèöèîííîé áàëêå èç

óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäèêè

è àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïîçèöè-

îííîé áàëêå. Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäèêè âûïîëíåíà íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëè-

òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ïî ìåòîäó

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ïîêàçàíî, ÷òî óêëàäêà ìîíîñëîåâ ïî òîëùèíå ïàêåòà îêàçûâà-

åò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êàê íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà,

òàê è íà èõ âåëè÷èíó. Èññëåäîâàíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîé ìåòîäèêè, ñâÿçàí-

íûå ñ óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ ãèïîòåçû ïðÿìîé íîðìàëè. Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

ýòîé ãèïîòåçû íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà íå çàâèñÿò îò ìîäóëÿ ñäâèãà ìîíîñëîåâ, ÷òî

îáúÿñíÿåò îòñóòñòâèå ýòîãî ïàðàìåòðà â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëî-

èñòûõ êîìïîçèòîâ áàçèðóåòñÿ íà àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî äàåò îñíîâàíèå ïðè-

ìåíèòü äàííóþ ôîðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëî-

èñòîì êîìïîçèöèîííîì ïàêåòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîèñòûé êîìïîçèò; ðàññëîåíèå; ïîïåðå÷íûé ñäâèã; èíæåíåðíàÿ ìåòî-
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An engineering approach to estimation of the transverse shear stresses in layered composites is developed.

The technique is based on the well-known D. I. Zhuravsky equation for shear stresses in an isotropic beam

upon transverse bending. In general, application of this equation to a composite beam is incorrect due to

the heterogeneity of the composite structure. According to the proposed method, at the first stage of its

implementation, a transition to the equivalent model of a homogeneous beam is made, for which the

Zhuravsky formula is valid. The transition is carried out by changing the shape of the cross section of the

beam, provided that the bending stiffness and generalized elastic modulus remain the same. The calcu-

lated shear stresses in the equivalent beam are then converted to the stress values in the original compos-

ite beam from the equilibrium condition. The main equations and definitions of the method as well as the

analytical equation for estimation of the transverse shear stress in a composite beam are presented. The

method is verified by comparing the analytical solution and the results of the numerical solution of the
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problem by finite element method (FEM). It is shown that laminate stacking sequence has a significant

impact both on the character and on the value of the transverse shear stress distribution. The limits of the

applicability of the developed technique attributed to the conditions of the validity of the hypothesis of

straight normal are considered. It is noted that under this hypothesis the shear stresses do not depend on

the layer shear modulus, which explains the absence of this parameter in the obtained equation. The clas-

sical theory of laminate composites is based on the similar assumptions, which gives ground to use this

equation for an approximate estimation of the transverse shear stresses in in a layered composite package.

Keywords: layered composite; delamination; transverse shear; engineering approach; finite element

method (FEM); strength criterion.

Ââåäåíèå

Îäíîé èç ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé êîì-

ïîçèöèîííûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ìîäû

ðàçðóøåíèÿ, ñâÿçàííîé ñ èõ ðàññëîåíèåì. Òàêîé

âèä ðàçðóøåíèÿ õàðàêòåðåí äëÿ ýëåìåíòîâ êîí-

ñòðóêöèè, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ ïðîäîëüíî-ïî-

ïåðå÷íîãî èçãèáà, ïðè êîòîðîì â êîìïîçèòå âîç-

íèêàþò íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ìîãóò

âîçíèêàòü è ïðè íàãðóæåíèè êîìïîçèöèîííîãî

ïàêåòà â åãî ïëîñêîñòè. Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü

êðàåâûå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå íà ñâîáîäíûõ

êðîìêàõ êîíñòðóêöèé èç ñëîèñòîãî êîìïîçèòà

[1 – 3]. Â îñíîâíîì èìåííî íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷-

íîãî ñäâèãà îïðåäåëÿþò ïðî÷íîñòü ìåæñëîåâîãî

èíòåðôåéñà. Ïîä èíòåðôåéñîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ

òîíêàÿ èçîòðîïíàÿ ïðîñëîéêà ìåæäó ñìåæíûìè

ìîíîñëîÿìè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòðèöû (ñâÿ-

çóþùåãî). Â ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ ïðî-

áëåìà ðàññëîåíèÿ îòñóòñòâóåò â ñèëó îäíîðîäíî-

ñòè ìàòåðèàëà è åãî äîñòàòî÷íî âûñîêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ïðî÷íîñòè íà ñäâèã, îäíàêî äëÿ êîìïîçè-

òà ýòà ïðîáëåìà âåñüìà àêòóàëüíà, ïîñêîëüêó õà-

ðàêòåðèñòèêè ïðî÷íîñòè ìàòðèöû, êàê ïðàâèëî,

âåñüìà íèçêèå è ðàçðóøåíèå èíòåðôåéñà ìîæåò

ïðîèçîéòè ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîì óðîâíå äåé-

ñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêà-

åò âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â êîìïîçèöèîííîì ïàêåòå. Â îáùåì ñëó-

÷àå àíàëèç ïðî÷íîñòè êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà

ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) åãî ñëîåâ è âû÷èñëå-

íèþ èõ êîýôôèöèåíòîâ çàïàñà ïî òåì èëè èíûì

êðèòåðèÿì. Ìèíèìàëüíûé èç íèõ îïðåäåëÿåò çà-

ïàñ ïðî÷íîñòè êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà â öåëîì

[4, 5]. Áîëüøèíñòâî êðèòåðèåâ ïðî÷íîñòè êîìïî-

çèòà, íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå, îñíî-

âàíû íà ïðåäïîëîæåíèè ðàáîòû ìîíîñëîÿ â óñëî-

âèÿõ ïëîñêîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (êðèòåðèè

Öàÿ – Õèëëà [6, 7], Öàÿ – Âó [8] è äð.) è íå ó÷èòû-

âàþò íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Ëèøü íå-

êîòîðûå èç íèõ ó÷èòûâàþò ýòîò ôàêò (êðèòåðèè

Õàøèíà – Ðîòåìà [9, 10], Ïàêà [11]) è äàþò âîç-

ìîæíîñòü ïðèáëèæåííî îöåíèòü ìîäû ðàçðóøå-

íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàññëîåíèåì êîìïîçèòà. Îäíàêî

â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü äàííûìè

ïî âåëè÷èíå äåéñòâóþùèõ â ìîíîñëîå íàïðÿæå-

íèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìå-

òîäû îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà [5, 12, 13] íå

äàþò âîçìîæíîñòè ñóäèòü î ðåàëüíîì ðàñïðåäå-

ëåíèè íàïðÿæåíèé ñäâèãà â íåì, ïîýòîìó â ýòîé

ñèòóàöèè òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà ïðèîá-

ðåòàþò îñîáîå çíà÷åíèå. Âîïðîñû ðàñ÷åòà íàïðÿ-

æåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïîçèöèîííîì ïà-

êåòå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðÿäå ëèòåðàòóðíûõ èñ-

òî÷íèêîâ. Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû

[14, 15], ãäå, â ÷àñòíîñòè, äàíî òî÷íîå ðåøåíèå

çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â ñëîèñòîì êîìïîçèòå ïðè öèëèíäðè÷å-

ñêîì èçãèáå. Â ðàáîòå [16] ÷àñòè÷íî ðàññìàòðèâà-

þòñÿ âîïðîñû ìåæñëîéíîé ïðî÷íîñòè êîìïîçè-

òîâ. Â òåîðåòè÷åñêîì ðóêîâîäñòâå ê ïðîãðàììå

êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà NASTRAN ïðèâî-

äèòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íî-

ãî ñäâèãà, îñíîâàííàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì èí-

òåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîíîñëîåâ ñ

ó÷åòîì óñëîâèé èõ ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè ìåòîäèêè âåñüìà ãðî-

ìîçäêè è òðóäíîäîñòóïíû äëÿ èíæåíåðíîé ïðàê-

òèêè. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî-

ïåðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïîçèòàõ ÷àñòî èñïîëüçó-

þòñÿ ïîäõîäû, òàêèå æå, êàê ê èçîòðîïíûì ìàòå-

ðèàëàì, ÷òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìîæåò

ïðèâîäèòü ê íå ñîâñåì êîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà

íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà

â ñëîèñòîì êîìïîçèòå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èíæåíåðíàÿ

ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé

ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëîèñòîì êîìïîçèöèîííîì

ïàêåòå. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ìåòîäèêè

ïîñëóæèëà ôîðìóëà Ä. È. Æóðàâñêîãî (1), êîòî-

ðàÿ èçâåñòíà èç êóðñà ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ

[17] è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿ-

æåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â áàëêàõ èç èçîòðîï-

íîãî ìàòåðèàëà ïðè àíàëèçå èõ ïðî÷íîñòè. Ñî-

ãëàñíî ýòîé ìåòîäèêå, íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â ñå÷åíèè áàëêè âû÷èñëÿþò ïî ñëåäóþùåé

ôîðìóëå:

� �

QS

Jb

*
, (1)

ãäå Q — ïðèëîæåííîå ïîïåðå÷íîå óñèëèå; S* —

ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò îòñå÷åííîé ÷àñòè ñå÷åíèÿ
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îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè; J — ìîìåíò

èíåðöèè ñå÷åíèÿ áàëêè; b — øèðèíà ñå÷åíèÿ

áàëêè. Îäíàêî ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà òîëüêî

äëÿ îäíîðîäíîé áàëêè, ò.å. âûïîëíåííîé èç îäíî-

ðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ ñëîèñòîãî

êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà ýòà ôîðìóëà íå ïðèìå-

íèìà, ïîñêîëüêó æåñòêîñòè ìîíîñëîåâ ðàçëè÷-

íûå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñõåìó îïðåäåëå-

íèÿ íàïðÿæåíèé, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1. Îíà

ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùèå ýòàïû âû÷èñëåíèÿ íà-

ïðÿæåíèé.

1. Ïðèâåäåì èñõîäíóþ íåîäíîðîäíóþ áàëêó

(êîìïîçèöèîííûé ïàêåò) ê ìîäåëè îäíîðîäíîé

ýêâèâàëåíòíîé áàëêè ñ ñîõðàíåíèåì åå èçãèáíîé

æåñòêîñòè è îáîáùåííîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè Ex .

Ýòà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ

êîíôèãóðàöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè, à

èìåííî — èçìåíåíèÿ øèðèíû ìîíîñëîÿ b0 èñ-

õîäíîé áàëêè. Èçãèáíàÿ æåñòêîñòü èñõîäíîé

áàëêè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ìîäóëåé óïðóãîñòè

ìîíîñëîåâ è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî åå âûñîòå ïî

ôîðìóëå

( ) ,E J E bx i i i

i

n

èñõ �

�

� 0

2

1

+ $

ãäå Ei — ìîäóëü óïðóãîñòè i-ãî ìîíîñëîÿ (â êî-

îðäèíàòàõ áàëêè); b0 — òîëùèíà èñõîäíîé áàëêè;

äi — òîëùèíà ìîíîñëîÿ; îi — êîîðäèíàòà öåíòðà

æåñòêîñòè ìîíîñëîÿ. Ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì

èíåðöèè ìîíîñëîÿ ïðåíåáðåãàåì ââèäó åãî ìàëîé

òîëùèíû.

Èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ýêâèâàëåíòíîé áàëêè ñî-

ñòàâèò

( ) .E J E bx x i i i

i

n

ýêâ �

�

� + $
2

1

Ðàâåíñòâî èçãèáíûõ æåñòêîñòåé îáåñïå÷èâàåòñÿ

ïðè bi = b0Ei/Ex .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ

ïî èçãèáíîé æåñòêîñòè, íî îäíîðîäíóþ ïî âûñîòå

áàëêó, ê êîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Æó-

ðàâñêîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷-

íîãî ñäâèãà. Ýòà áàëêà ÿâëÿåòñÿ îðòîòðîïíîé, òàê

êàê åå ìîäóëü ñäâèãà íå ñâÿçàí ñ ïðîäîëüíûì ìî-

äóëåì óïðóãîñòè èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì.

2. Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ýòîé æå òåîðèè, îïðå-

äåëÿåì ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè áàëêè ïî èçâåñò-

íîé ôîðìóëå

�x

y

x

M

E J
z�

ýêâ

.

Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ìîíîñëîÿõ (â êîîðäè-

íàòàõ áàëêè) íàõîäèì óìíîæåíèåì ïîëó÷åííûõ

äåôîðìàöèé íà ìîäóëè óïðóãîñòè ìîíîñëîåâ:

,x

i y

x

E M

E J
z�

ýêâ

.

46 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2020. Òîì 86. ¹ 2

Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëîÿõ êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà

Fig. 1. Scheme of calculating the transverse shear stresses in the layers of a composite package



3. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â ýêâèâàëåíòíîé îäíîðîäíîé áàëêå íàé-

äåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Æóðàâñêîãî:

�xz
i i

i

QS

J b
ýêâ

ýêâ

ýêâ

�

*

,

ãäå S
iýêâ
* — ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò îòñå÷åííîé ÷àñòè

ñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîé áàëêè îòíîñèòåëüíî íåé-

òðàëüíîé îñè; Jýêâ — ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ýê-

âèâàëåíòíîé áàëêè; bi — òåêóùàÿ øèðèíà i-ãî

ñëîÿ ýêâèâàëåíòíîé áàëêè.

4. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé

ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñå÷åíèè ýêâèâàëåíòíîé

áàëêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ êàê ïî

èçãèáàþùåìó ìîìåíòó, òàê è ïî ïåðåðåçûâàþùå-

ìó óñèëèþ. Ïðè ðàñ÷åòå íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íî-

ãî ñäâèãà â èñõîäíîé áàëêå áóäåì èñõîäèòü èç óñ-

ëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ïî ïåðåðå-

çûâàþùåé ñèëå, ò.å. � + � +xz
i

i i xz
i

i
b býêâ èñõ�

0
. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ïî-

ëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷-

íîãî ñäâèãà â ýêâèâàëåíòíîé áàëêå óìíîæèòü íà

îòíîøåíèå øèðèí ýêâèâàëåíòíîé è èñõîäíîé

áàëîê —

� �xz
i i

xz
i

b

b
èñõ ýêâ�

0

.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå âû÷èñëåíèÿ ñòàòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòà îòñå÷åííîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîé

áàëêè. Ïî âûñîòå øèðèíà ñå÷åíèÿ ýòîé áàëêè bi

ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿåòñÿ, îòðàæàÿ æåñòêîñòíûå

õàðàêòåðèñòèêè n ìîíîñëîåâ èñõîäíîé áàëêè.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé óêëàäêè ïàêåòà ñòàòè÷å-

ñêèé ìîìåíò îòñå÷åííîé ÷àñòè ñ êîîðäèíàòîé z

îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé ëèíèè â i-ì ýëåìåíòå

áàëêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñòàòè÷åñêèõ

ìîìåíòîâ ïðåäøåñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ñå÷åíèÿ

S
i�1
* (ìîíîñëîåâ) ïëþñ ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò i-ãî

ýëåìåíòà (ðèñ. 2).

Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ñå-

÷åíèÿ áàëêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

S b z z
b h

z
i i

z

h

i i

i
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòè-

÷åñêîãî ìîìåíòà îòñå÷åííîé ÷àñòè ñå÷åíèÿ ýêâè-

âàëåíòíîé áàëêè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

S S S S S b z z
i n i

z

h
i

ýêâ
d*

/
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2
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b h
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Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåéòðàëüíóþ îñü ñå÷åíèÿ

ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó ÷ëå-

íû â ñêîáêàõ íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Âåðíåìñÿ ê ïàðàìåòðàì èñõîäíîé áàëêè:

� �xz
i i

xz
i i i

i

i
b

b

b

b

QS

J b

QS

J b
èñõ ýêâ

ýêâ

ýêâ

ýêâ

ýêâ

� � �

0 0

* *

0

.

Ïðè îäèíàêîâûõ òîëùèíàõ ìîíîñëîåâ èñõîäíîé

è ýêâèâàëåíòíîé áàëîê ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû êà-

æäîãî ýëåìåíòà ñå÷åíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

S
E

E
S

i

i

x

iýêâ èñõ
� .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì ìîäè-

ôèöèðîâàííóþ ôîðìóëó Æóðàâñêîãî äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïî-

çèöèîííîì ïàêåòå:

�xz
i i

x

Q ES

E J b
�

( )
,

*

ýêâ 0

(2)

ãäå Ei — ìîäóëü óïðóãîñòè i-ãî ñëîÿ ïàêåòà â êî-

îðäèíàòàõ áàëî÷íîé ìîäåëè; Ex
— îáîáùåííûé

ìîäóëü óïðóãîñòè èñõîäíîé áàëêè; Jýêâ — ìîìåíò

èíåðöèè ýêâèâàëåíòíîé áàëêè; S
i
* — ñòàòè÷å-

ñêèé ìîìåíò èíåðöèè îòñå÷åííîé ÷àñòè èñõîäíîé

áàëêè; b0 — øèðèíà èñõîäíîé áàëêè.

Â äàííîì ñëó÷àå âûáðàííàÿ øèðèíà áàëêè b0

íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îíà âõîäèò è â ñòà-

òè÷åñêèé ìîìåíò S
i
*, ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü

b0 = 1.
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Îñü ñèììåòðèè

ïàêåòà

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñ÷åòà ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ýêâèâàëåíò-

íîé áàëêè

Fig. 2. Scheme of calculating the static moment of an

equivalent beam



Îáîáùåííûé ìîäóëü óïðóãîñòè èñõîäíîé áàë-

êè Ex
âû÷èñëÿþò îáû÷íûì ñïîñîáîì ÷åðåç ìîäó-

ëè óïðóãîñòè ìîíîñëîåâ è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè

ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò ê îñÿì îðòîòðîïèè

ïàêåòà. Ìîìåíò èíåðöèè ýêâèâàëåíòíîé áàëêè

ìîæíî îïðåäåëèòü, íå èñïîëüçóÿ åå ïàðàìåòðû:

J b
E

E
b

i i i

i

n

i

x

i i i

i

n
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� �+ - + -
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Çíà÷åíèÿ (ES*)i ðàññ÷èòûâàþò ïî ôîðìóëå,

àíàëîãè÷íîé ïðèâåäåííîé ðàíåå äëÿ ýêâèâàëåíò-

íîé áàëêè, ò.å.
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Ïðè i = 1 ïîëó÷àåì n = 0, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñò-

âèå îòñå÷åííîé ÷àñòè ñå÷åíèÿ áàëêè.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè

ê ðàñ÷åòó íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â êâàçèèçîòðîïíîì

êîìïîçèöèîííîì ïàêåòå

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïîïå-

ðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïîçèöèîííîì ïàêåòå. Ïàêåò

ñîäåðæèò âîñåìü ìîíîñëîåâ óãëåïëàñòèêà ñ êâà-

çèèçîòðîïíîé óêëàäêîé [0; 45; –45; 90]s. Óïðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè ìîíîñëîÿ ïðèâåäåíû íèæå:

E11 = 133 760 ÌÏà; E22 = 8540 ÌÏà;

G12 = 4370 ÌÏà; í12 = 0,32; ä = 0,2 ìì.

Ïàêåò íàãðóæåí ïîïåðå÷íûì óñèëèåì

Q = 10 Í. Ïîëàãàåì, ÷òî øèðèíà ïàêåòà

b0 = 1,0 ìì. Îáîáùåííûé ìîäóëü óïðóãîñòè òàêî-

ãî ïàêåòà — Ex
= 51 000 ÌÏà; ýêâèâàëåíòíûé

ìîìåíò èíåðöèè ïàêåòà —

J
E

E
b

i

xi

n

i i iýêâ �

�

�

1

2
+ - = 0,56 ìì4.

Ïðè óêàçàííûõ ïàðàìåòðàõ ôîðìóëà (2) äëÿ

ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïðèíè-

ìàåò âèä

�xz
i

i
ES� 0 00035, ( ) .*

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòíîãî àíà-

ëèçà íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ìîíîñëî-

ÿõ ïî òîëùèíå êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà.

Ìîíîñëîé ¹ 1 (i = 1), óãîë îðèåíòàöèè

è = 0°:

Eè = 0 = 133 760 ÌÏà; h1 = 1,6 ìì; z = 0,8 ìì;

(ES*)1, z = 0,8 = 0 + 133 760/2(1,62/4 – 0,82) = 0;

�xz

z1 0 8, ,�

= 0;

(ES*)1, z = 0,6 = 0 + 133 760/2(1,62/4 – 0,62) = 18 726;

�xz

z1 0 6, ,�

= 6,55 ÌÏà.

Ìîíîñëîé ¹ 2 (i = 2), óãîë îðèåíòàöèè

è = 45°. Ìîäóëü óïðóãîñòè ìîíîñëîÿ â êîîðäèíà-

òàõ ïàêåòà íàõîäèì ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî

óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êî-

îðäèíàò ìîíîñëîÿ íà óãîë è = 45°. Â ðåçóëüòàòå

âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì:

Eè = 45 = 15 645 ÌÏà; h1 = 1,2 ìì; z = 0,6 ìì;

(ES*)2, z = 0,6 = 18 726 +

+ 15 645/2(1,22/4 – 0,62) = 18 726;

�xz

z2 0 6, ,�

= 6,55 ÌÏà;

(ES*)2, z = 0,4 = 18 726 +

+ 15 645/2(1,22/4 – 0,42) = 20 291;

�xz

z2 0 4, ,�

= 7,10 ÌÏà.

Ìîíîñëîé ¹ 3 (i = 3), óãîë îðèåíòàöèè è =

= –45°. Ìîäóëü óïðóãîñòè ìîíîñëîÿ â êîîðäè-

íàòàõ ïàêåòà íàõîäèì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé

èòåðàöèè:

Eè = –45 = 15 645 ÌÏà; h3 = 0,8 ìì; z = 0,4 ìì:

(ES*)3, z = 0,4 = 20 291 +

+ 15 645/2(0,82/4 – 0,42) = 20 291;

�xz

z3 0 4, ,�

= 7,10 ÌÏà;

(ES*)3, z = 0,2 = 20 291 +

+ 15 645/2(0,82/4 – 0,22) = 21 230;

�xz

z3 0 2, ,�

= 7,43 ÌÏà.

Ìîíîñëîé ¹ 4 (i = 4), óãîë îðèåíòàöèè

è = 90°:

Eè = 90 = 8540 ÌÏà; h3 = 0,4 ìì; z = 0,2 ìì:

(ES*)4, z = 0,2 = 21 230 +

+ 8540/2(0,42/4 – 0,22) = 21 230;

�xz

z4 0 2, ,�

= 7,43 ÌÏà;

(ES*)4, z = 0 = 21 230 + 8540/2(0,42/4 – 0,02) = 2140;

�xz

z4 0, �

= 7,49 ÌÏà.
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Â ñèëó ñèììåòðè÷íîé óêëàäêè ïàêåòà ðàñïðå-

äåëåíèå íàïðÿæåíèé ïðè z < 0 ñèììåòðè÷íî.

Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäèêè.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó âåðèôèêàöèè ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âåðèôèêàöèþ âûïîëíèì íà

îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Äëÿ

ýòîãî ïîñòðîèì ÊÝ ìîäåëü áàëêè ñ õàðàêòåðèñòè-

êàìè ðàññìîòðåííîãî â ïðèìåðå êîìïîçèöèîííî-

ãî ïàêåòà. Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü áàëêè ïîêàçàíà íà

ðèñ. 3.

Áàëêà êîíñîëüíî çàêðåïëåíà è íàãðóæåíà

ïåðåðåçûâàþùåé ñèëîé Q = 10 Í. Ïðè ôîðìè-

ðîâàíèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëè îðòîòðîïíûå

êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Øèðèíà áàëêè — 1 ìì, âû-

ñîòà 1,6 ìì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå ïàêåòà.

Ïðîäîëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ ñîîòâåòñòâîâàëè õàðàêòåðèñòèêàì æåñòêîñòè

ìîíîñëîåâ â êîîðäèíàòàõ áàëêè — E11 = [133 760;

15 645; 15 645; 8540]s, ïîïåðå÷íûå — E22 =

= 8540 ÌÏà. Ìîäóëè ñäâèãà çàäàâàëè òàêæå â

êîîðäèíàòàõ áàëêè ïî ðåçóëüòàòàì èõ òåîðåòè-

÷åñêîãî ðàñ÷åòà: G12 = [4370; 2063; 2063; 1350]s.

Ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà áàëêè

è àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà, ïðèâåäåííîãî âûøå,

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå, ãäå G0 = G12 = [4370;

2063; 2063; 1350]s — ìîäóëè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà

ïî ñëîÿì èñõîäíîé ÌÊÝ ìîäåëè; ôèñõ è ôýêâ — íà-

ïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â èñõîäíîé è ýêâè-

âàëåíòíîé áàëêå, ïîëó÷åííûå ïî ðåçóëüòàòàì

àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïðè G0. Äåôîðìèðîâàí-

íîå ñîñòîÿíèå áàëêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

Ñðàâíåíèå ÊÝ ðàñ÷åòà è àíàëèòè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ïî ôîðìóëå (2) ïîêàçûâàåò ïðàêòè÷åñêè

ïîëíîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Â ðàñ÷åòíóþ

ôîðìóëó (2) íå âõîäÿò ìîäóëè ïîïåðå÷íîãî ñäâè-

ãà, ò.å. íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà îïðåäå-

ëÿþòñÿ òîëüêî ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ìîíîñëîåâ è
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Ðèñ. 3. ÊÝ ìîäåëü áàëêè

Fig. 3. FE model of the beam

Ðåçóëüòàòû ÊÝ ðàñ÷åòà è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Comparison between FE calculation and analytical solution
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0,50 22,31 6,85 6,84 6,84 6,86 6,95 7,08

0,40 23,15 7,10 7,09 7,09 7,09 7,10 7,10

0,30 23,75 7,29 7,28 7,28 7,27 7,19 7,02

0,20 24,22 7,43 7,41 7,41 7,39 7,22 6,90

0,10 44,75 7,47 7,46 7,46 7,43 7,23 6,84

0,0 44,88 7,49 7,48 7,47 7,44 7,23 6,82

–0,10 44,75 7,47 7,46 7,46 7,43 7,23 6,84

–0,20 24,22 7,43 7,41 7,41 7,39 7,22 6,91

–0,30 23,75 7,29 7,28 7,28 7,27 7,19 7,02

–0,40 23,15 7,10 7,09 7,09 7,09 7,11 7,10

–0,50 22,31 6,85 6,84 6,84 6,86 6,95 7,08

–0,60 2,50 6,55 6,23 6,23 6,25 6,42 6,73

–0,70 1,34 3,50 3,49 3,49 3,52 3,75 4,29

–0,80 0,0 0,0 0,92 0,92 0,927 1,01 1,22



ñòðóêòóðîé êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà. Äëÿ ïîä-

òâåðæäåíèÿ ýòîãî ôàêòà áûëè âûïîëíåíû äîïîë-

íèòåëüíûå ðàñ÷åòû ÊÝ ìîäåëè ïðè ðàçëè÷íûõ

âåëè÷èíàõ ìîäóëåé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà G (10G0,

0,5G0, 0,2G0 è 0,1G0). Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ

îòðàæåíû â ïðàâîé ÷àñòè òàáëèöû è ïðåäñòàâëå-

íû â âèäå ãðàôèêà ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé

ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïî âûñîòå áàëêè ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëåé ñäâèãà (ðèñ. 5).

Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëåé ïîïåðå÷-

íîãî ñäâèãà ðåçóëüòàò ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ.

Óìåíüøåíèå âåëè÷èí ìîäóëåé íà÷èíàåò ñêàçû-

âàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïðè G < 0,2G0. Ïðè òàêèõ

çíà÷åíèÿõ ìîäóëåé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà âèä äå-

ôîðìàöèè áàëêè íà÷èíàåò ïðèîáðåòàòü ïðåèìó-

ùåñòâåííî ñäâèãîâîé õàðàêòåð (ðèñ. 6). Ýòî äàåò

âîçìîæíîñòü ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû î ãðàíè-

öàõ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîé ôîðìóëû (2). Îíà

áóäåò ñïðàâåäëèâà, ïîêà áàëêà ðàáîòàåò â ðàìêàõ

âûïîëíåíèÿ ãèïîòåçû ïðÿìîé íîðìàëè.

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæå-

íèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïî âûñîòå áàëêè â ïðåä-

ïîëîæåíèè èçîòðîïèè è îðòîòðîïèè åå ìàòå-

ðèàëà. Â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû

Æóðàâñêîãî (1) â èñõîäíîì âèäå ê áàëêå èç êîì-

ïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñó-

ùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì ïðè îöåíêå íàïðÿæå-

íèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è õàðàêòåðà èõ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïî òîëùèíå ïàêåòà.

Ïîêàæåì, êàê ñòðóêòóðà ïàêåòà âëèÿåò íà õà-

ðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà â áàëêå. Äëÿ ýòîãî áûëè âûïîëíåíû ðàñ-

÷åòû íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïðè ðàç-

ëè÷íûõ óêëàäêàõ êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà — ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ ìîäåëè. Ðåçóëüòàòû ýòèõ

ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî óêëàäêà ìîíîñëîåâ ïî òîëùèíå ïàêåòà îêàçû-

âàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êàê íà õàðàêòåð ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, òàê

è íà èõ âåëè÷èíó. Âî ìíîãîì ýòî ñâÿçàíî ñ ïîëî-

æåíèåì 0-ãî ñëîÿ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé ëè-

íèè ïàêåòà. ×åì îí áëèæå ê íåéòðàëüíîé ëèíèè,

òåì áîëüøå ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà.

Ïðè âñåõ êîìáèíàöèÿõ óêëàäêè ìîíîñëîåâ ìàêñè-
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà

ïî âûñîòå áàëêè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëåé ñäâè-

ãà G

Fig. 5. Distribution of the transverse shear stresses in

the height of the beam at different values of the shear

modules G

Ðèñ. 4. Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áàëêè

Fig. 4. A deformed state of the beam

Ðèñ. 6. Äåôîðìàöèÿ áàëêè ïðè G = 0,1G
0

Fig. 6. Deformation of the beam at G = 0.1G0



ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà äîñòèãàþòñÿ íà íåé-

òðàëüíîé îñè êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà.

Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòà-

òûâ ÌÊÝ ðåøåíèé è ðàñ÷åòîâ ïî àíàëèòè÷åñêîé

ôîðìóëå (2) äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ óêëàäêè

ìîíîñëîåâ â êîìïîçèòíîì ïàêåòå: [0; 45; –45; 90]s

(à); [0; 90; 45; –45]s (á); [45; –45; 0; 90]s (â); [90; 45;

–45; 0]s (ã). Äëÿ óêëàäîê [0; 45; –45; 90]s è [0; 90;

45; –45]s èìååò ìåñòî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñîâïà-

äåíèå àíàëèòè÷åñêîãî è ÌÊÝ ðàñ÷åòîâ. Ïðè óê-

ëàäêàõ [45; –45; 0; 90]s è [90; 45; –45; 0]s íàáëþäà-

åòñÿ íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî

îíî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ èíæåíåðíîé îöåíêè

íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â êîìïîçèöèîí-

íîì ïàêåòå.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ

ïðè îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííî-

ãî ñîñòîÿíèÿ ïàêåòà òàêæå áàçèðóåòñÿ íà ãèïîòå-

çå ïðÿìîé íîðìàëè (ãèïîòåçà Êèðõãîôà – Ëÿâà).
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Fig. 8. The effect of the sequence of stacking monolayers in

the package on the transverse shear stresses

ô
,
Ì

Ï
à

ô
,
Ì

Ï
à

ô
,
Ì

Ï
à

ô
,
Ì

Ï
à

14 14

12 12

10 10

8 8

6 6

4 4

2 2

0 0

–0,8 –0,8

–0,8 –0,8

–0,6 –0,6

–0,6 –0,6

–0,4 –0,4

–0,4 –0,4

–0,2 –0,2

–0,2 –0,2

0 0

0 0

Z, ìì Z, ìì

Z, ìì Z, ìì

0,2 0,2

0,2 0,2

0,4 0,4

0,4 0,4

0,6 0,6

0,6 0,6

0,8 0,8

0,8 0,8

9,0 9,0

7,5 7,5

6,0 6,0

4,5 4,5

3,0 3,0

1,5 1,5

0,0 0,0

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2)

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2) Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2)

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2)

ÊÝ ìîäåëü

ÊÝ ìîäåëü ÊÝ ìîäåëü

ÊÝ ìîäåëü

à á

â ã

Ðèñ. 9. Ðåçóëüòàòû ÊÝ è àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ óêëàäêè ìîíîñëîåâ â ïàêåòå

Fig. 9. The results of FE and analytical solution for different variants stacking monolayers in the package

ô
,

Ì
Ï

à

9,0

7,5

6,0

4,5

3,0

1,5

0,0
–0,8 –0,6 –0,4 –0,2 0

Z, ìì

Ôîðìóëà (2)

îðòîòðîïíàÿ áàëêà

Ôîðìóëà (1)

èçîòðîïíàÿ áàëêà

0,2 0,4 0,6 0,8

Ðèñ. 7. Íàïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â èçîòðîïíîé è

îðòîòðîïíîé áàëêàõ

Fig. 7. Transverse shear stresses in isotropic and

orthotropic beams



Ýòî äàåò îñíîâàíèå ïðèìåíèòü ïîëó÷åííóþ ôîð-

ìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàïðÿæåíèé ïî-

ïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëîèñòîì êîìïîçèöèîííîì

ïàêåòå, ïðåíåáðåãàÿ âçàèìíûì âëèÿíèåì ïîïå-

ðå÷íûõ ñäâèãîâ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû åãî ìàòðè-

öû æåñòêîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ïàêåò ìîæåò áûòü

íàãðóæåí ïîïåðå÷íûìè óñèëèÿìè Qzx è Qyz. Ïðè

âû÷èñëåíèè íàïðÿæåíèé ôxz è ôyz ñëåäóåò èìåòü â

âèäó, ÷òî ñòðóêòóðà ïàêåòà â äâóõ âçàèìíî îðòî-

ãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ áóäåò ðàçíàÿ, à ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïî òîëùè-

íå ïàêåòà áóäåò îòëè÷àòüñÿ. Ýòî èëëþñòðèðóþò

ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 9, à è ã.

Ñëåäóåò òàêæå ïîíèìàòü, ÷òî íàéäåííûå íà-

ïðÿæåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà îòíîñÿòñÿ ê ãëàâ-

íûì îñÿì îðòîòðîïèè ïàêåòà, à íå ê ìåñòíûì

îñÿì îðòîòðîïèè ìîíîñëîÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìå-

íÿòü êàêèå-ëèáî êðèòåðèè ïðî÷íîñòè êîìïîçèòà,

èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, áó-

äåò íåêîððåêòíî. Íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàòü íàïðÿæåíèÿ ê ìåñòíûì îñÿì îðòî-

òðîïèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîíîñëîÿ è òîëüêî çà-

òåì ïðèìåíÿòü êðèòåðèè äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè

ìîíîñëîåâ ñ ó÷åòîì íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòè

ìåæñëîåâîãî ðàññëîåíèÿ êîìïîçèòà ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Õàøèíà – Ðîòåìà [9].

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé

ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ñëîèñòîì êîìïîçèòå. Îíà

îñíîâàíà íà ïðèâåäåíèè èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé

ñòðóêòóðû êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà ê îäíîðîä-

íîé ïðè ñîõðàíåíèè åãî èçãèáíîé æåñòêîñòè.

Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè ïîëó÷åíà ìî-

äèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Ä. È. Æóðàâñêîãî,

ïðèìåíèìàÿ äëÿ îöåíêè íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íî-

ãî ñäâèãà â ìîíîñëîÿõ êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà.

Íà ïðèìåðå èçãèáà êîíñîëüíî çàùåìëåííîé áàë-

êè ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ìåòîäèêè ïóòåì ñðàâ-

íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÌÊÝ ðàñ÷åòà è àíàëèòè÷åñêî-

ãî ðåøåíèÿ. Âûïîëíåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå èññëå-

äîâàíèÿ ïî âëèÿíèþ ñòðóêòóðû êîìïîçèöèîííî-

ãî ïàêåòà íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ñäâèãà â

åãî ìîíîñëîÿõ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå ôîð-

ìóëû Ä. È. Æóðàâñêîãî â åå èñõîäíîì âèäå ê êîì-

ïîçèòó ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì ïî-

ãðåøíîñòÿì â çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé ïîïåðå÷íî-

ãî ñäâèãà. Óêàçàíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìåòî-

äèêè, ñâÿçàííûå ñ óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ ãèïî-

òåçû ïðÿìîé íîðìàëè ïðè èçãèáå. Ðàçðàáîòàííàÿ

ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èíæåíåð-

íîé îöåíêè ïðî÷íîñòè êîìïîçèöèîííîãî ïàêåòà ñ

ó÷åòîì âîçìîæíîñòè åãî ðàññëîåíèÿ îò íàïðÿæå-

íèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.
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