
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Mathematical methods of investigation

DOI: https://doi.org/10.26896/1028-6861-2020-86-3-67-76

Î ÌÅÒÎÄÀÕ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÈ

ÄÂÓÕ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÂÛÁÎÐÎÊ

� Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Îðëîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ý. Áàóìàíà, Ðîññèÿ, 105005, Ìîñêâà, 2-ÿ Áàóìàíñêàÿ óë.,

ä. 5; e-mail: prof-orlov@mail.ru

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 4 èþíÿ 2019 ã. Ïîñòóïèëà ïîñëå äîðàáîòêè 5 àâãóñòà 2019 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 20 íîÿáðÿ 2019 ã.

Ìåòîäû ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê — êëàññè÷åñêàÿ îáëàñòü ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Çà áîëåå ÷åì 111 ëåò ñ ìîìåíòà ïóáëèêàöèè îñíîâîïîëàãàþùåé

ñòàòüè Ñòüþäåíòà ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû

îäíîðîäíîñòè â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ, èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà. Íàñòàëà ïîòðåáíîñòü â óïî-

ðÿäî÷åíèè ñîâîêóïíîñòè íàéäåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Íåîáõîäèì àíàëèç âñåãî ìíîãî-

îáðàçèÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñè-

ìûõ âûáîðîê, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Òàêîìó àíàëèçó ïîñâÿ-

ùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ. Â íåé ñâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìåòîäîâ ïðîâåð-

êè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê, è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíèòåëüíîå èçó÷åíèå, ïî-

çâîëÿþùåå ñèñòåìíî àíàëèçèðîâàòü ìíîãîîáðàçèå òàêèõ ìåòîäîâ â öåëÿõ âûáîðà íàèáîëåå

àäåêâàòíîãî äëÿ îáðàáîòêè êîíêðåòíûõ äàííûõ. Íà îñíîâå áàçîâîé âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè-

÷åñêîé ìîäåëè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê. Ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êðèòåðèåâ Ñòüþäåíòà è Êðàìå-

ðà – Óýë÷à, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, îáî-

ñíîâàíà ðåêîìåíäàöèÿ ïî øèðîêîìó ïðèìåíåíèþ êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à. Èç íåïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè ðàññìîòðåíû êðèòåðèè Âèëêîêñîíà, Ñìèðíî-

âà, Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà. Ðàçîáðàíû äâà ìèôà î êðèòåðèè Âèëêîêñîíà. Íà îñíîâå àíàëèçà

ïóáëèêàöèé îñíîâîïîëîæíèêîâ ïîêàçàíà íåêîððåêòíîñòü òåðìèíà «êðèòåðèé Êîëìîãîðî-

âà – Ñìèðíîâà». Äëÿ ïðîâåðêè àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè, ò.å. ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ âûáîðîê, ðåêîìåíäîâàíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà. Ðàññìîò-

ðåíû àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, â

òîì ÷èñëå ðàçëè÷èå íîìèíàëüíûõ è ðåàëüíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè, çàòðóäíÿþùåå ñðàâíå-

íèå êðèòåðèåâ ïî ìîùíîñòè, îòìå÷åíà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñîâïàäåíèé âûáîðî÷íûõ çíà-

÷åíèé (ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè âåðîÿòíîñòü ñîâïà-

äåíèé ðàâíà 0).
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Methods for testing the homogeneity of two independent samples refer to a classic area of mathematical

statistics. Various criteria for testing the statistical hypothesis of homogeneity in different statements

have been developed and their properties have been studied for more than 110 years since publication of

the fundamental Student’s article. Nowadays, the streamlining of the totality of gained scientific results

has become an urgent problem. It is necessary to analyze the whole variety of problem statements for test-

ing the statistical hypotheses of the homogeneity of two independent samples, as well as the correspond-

ing statistical criteria. Such an analysis is the goal of the article. We summarize the main results regarding
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the methods for testing the homogeneity of two independent samples and their comparative study which

allows system analysis of the diversity of such methods in order to select the most appropriate for process-

ing specific data. The main statements of the problem of testing the homogeneity of two independent sam-

ples are formulated using the basic probabilistic-statistical model. A comparative analysis of the Student

and Cramer — Welch criteria designed to test the homogeneity of mathematical expectations is presented

along with substantiation of the recommendation on the widespread use of the Cramer – Welch criterion.

The criteria of Wilcoxon, Smirnov, Lehmann – Rosenblatt are considered among nonparametric methods

for testing homogeneity. Two myths about the Wilcoxon criteria are dismantled. Analysis of the publica-

tions of the founders revealed the incorrectness of the term “Kolmogorov – Smirnov criterion.” To verify

the absolute homogeneity, i.e. coincidence of the distribution functions of samples, it is recommended to

use the Lehmann – Rosenblatt criterion. The current problems of the development and application of

nonparametric criteria are discussed, including the difference between nominal and real significance lev-

els, which complicates comparison of the criteria in power. The necessity of taking into account the coinci-

dence of the sample values (from the view point of the classical theory of mathematical statistics, the prob-

ability of coincidences is 0) is marked.

Keywords: testing of statistical hypotheses; independent samples; homogeneity of characteristics; abso-

lute homogeneity; Cramer – Welch test; Wilcoxon test; Smirnov test; Lehmann – Rosenblatt test.

Ââåäåíèå

Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ

âûáîðîê — êëàññè÷åñêàÿ îáëàñòü ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè. Îñíîâîïîëàãàþùåé â íåé ÿâëÿ-

åòñÿ ñòàòüÿ Ñòüþäåíòà [1]. Çà áîëåå ÷åì 111 ëåò

ïîëó÷åíû ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàçëè÷-

íûìè àâòîðàìè, â òîì ÷èñëå íàìè. Îäíàêî èìååò-

ñÿ ïîòðåáíîñòü â óïîðÿäî÷åíèè ñîâîêóïíîñòè

íàéäåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, â òîì ÷èñëå

îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëå «Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòî-

ðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ». Íåîáõîäèì àíà-

ëèç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðî-

âåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ

êðèòåðèåâ. Òàêîìó àíàëèçó ïîñâÿùåíà äàííàÿ

ñòàòüÿ.

Áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü

Â ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà: èìåþòñÿ äâå âûáîðêè x1,

x2, ..., xm è y1, y2, ..., yn, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü èõ

îäíîðîäíîñòü. Âûáîðêà ìîäåëèðóåòñÿ êàê ñîâî-

êóïíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ÷èñëîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåðìèí «îä-

íîðîäíîñòü» óòî÷íÿåòñÿ íèæå.

Ïîíÿòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì «îäíîðîäíîñòè»,

ÿâëÿåòñÿ «ðàçëè÷èå» (èëè «íàëè÷èå ýôôåêòà»).

Ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó: òðåáóåòñÿ

ïðîâåðèòü, åñòü ëè ðàçëè÷èå ìåæäó âûáîðêàìè.

Åñëè ðàçëè÷èÿ íåò, òî äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

â öåëÿõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ âûâîäîâ äâå

ðàññìàòðèâàåìûå âûáîðêè ÷àñòî îáúåäèíÿþò â

îäíó.

Íàïðèìåð, â ìàðêåòèíãå âàæíî âûäåëèòü ñåã-

ìåíòû ïîòðåáèòåëüñêîãî ðûíêà. Åñëè óñòàíîâëå-

íà îäíîðîäíîñòü äâóõ âûáîðîê ìíåíèé ïîòðåáè-

òåëåé, òî âîçìîæíî îáúåäèíåíèå ñåãìåíòîâ, èç

êîòîðûõ ýòè âûáîðêè âçÿòû, â îäèí. Â äàëüíåé-

øåì ýòî ïîçâîëèò îñóùåñòâëÿòü ïî îòíîøåíèþ ê

íèì îäèíàêîâóþ ìàðêåòèíãîâóþ ïîëèòèêó (ïðî-

âîäèòü îäíè è òå æå ðåêëàìíûå ìåðîïðèÿòèÿ è

ò.ï.). Åñëè æå óñòàíîâëåíà íåîäíîðîäíîñòü, òî

ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëåé â äâóõ ñåãìåíòàõ ðàç-

ëè÷íî, îáúåäèíÿòü ýòè ñåãìåíòû íåëüçÿ è ìîãóò

ïîíàäîáèòüñÿ ðàçëè÷íûå ìàðêåòèíãîâûå ñòðàòå-

ãèè, ñâîÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñåãìåíòîâ.

Äëÿ îáîñíîâàííîãî âûáîðà è ïðèìåíåíèÿ

îðãàíèçàöèîííî-ýêîíîìè÷åñêèõ (ýêîíîìåòðè÷å-

ñêèõ, ñòàòèñòè÷åñêèõ) ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ïðåæ-

äå âñåãî ïîñòðîèòü è îáîñíîâàòü âåðîÿòíîñòíóþ

ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ äàííûõ. Ïðè ïðîâåðêå îäíî-

ðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê îáùåïðèíÿòà ìîäåëü, â

êîòîðîé x1, x2, ..., xm ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðåçóëü-

òàòû m íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé íåêîòîðîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F(x), íåèçâåñòíîé ñòàòèñòèêó, à y1, y2, ..., yn — êàê

ðåçóëüòàòû n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, âîîáùå

ãîâîðÿ, äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñ ôóíêöè-

åé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), òàêæå íåèçâåñòíîé ñòà-

òèñòèêó. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþ-

äåíèÿ â îäíîé âûáîðêå íå çàâèñÿò îò íàáëþäåíèé

â äðóãîé, ïîýòîìó âûáîðêè è íàçûâàþò íåçàâè-

ñèìûìè.

Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè â êîíêðåò-

íîé ðåàëüíîé ñèòóàöèè òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ.

Íåçàâèñèìîñòü è îäèíàêîâàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü

ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé, èñïûòà-

íèé, àíàëèçîâ, îïûòîâ, îáñëåäîâàíèé) ìîãóò

áûòü óñòàíîâëåíû èñõîäÿ èç ìåòîäèêè ïðîâåäå-

íèÿ êîíêðåòíûõ íàáëþäåíèé èëè ïóòåì ïðîâåð-

êè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç íåçàâèñèìîñòè è îäè-

íàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñ ïîìîùüþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ãèïîòåç [2].
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Îñíîâíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

Íàèâûñøàÿ ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè (àáñîëþò-

íàÿ îäíîðîäíîñòü) äîñòèãàåòñÿ, åñëè îáå âûáîðêè

âçÿòû èç îäíîé è òîé æå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-

ñòè, ò.å. ñïðàâåäëèâà íóëåâàÿ ãèïîòåçà

H0: F(x) = G(x) ïðè âñåõ x.

Îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè îçíà÷àåò,

÷òî âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî

êîòîðîé

H1: F(x0) - G(x0)

õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà x0. Åñëè

ãèïîòåçà H0 ïðèíÿòà, òî âûáîðêè ìîæíî îáúåäè-

íèòü â îäíó, åñëè íåò, òî íåëüçÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ïðîâå-

ðÿòü ñîâïàäåíèå íå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, à

ëèøü íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X è Y — ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ìåäèàí,

äèñïåðñèé, êîýôôèöèåíòîâ âàðèàöèè è äð. (ò.å.

ïðîâåðÿòü îäíîðîäíîñòü òåõ èëè èíûõ õàðàê-

òåðèñòèê). Íàïðèìåð, îäíîðîäíîñòü ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

ãèïîòåçà

.H
0
: M(X) = M(Y),

ãäå M(X) è M(Y) — ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, ðåçóëüòàòû íàáëþ-

äåíèé íàä êîòîðûìè ñîñòàâëÿþò ïåðâóþ è âòî-

ðóþ âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòåëüñòâî

ðàçëè÷èÿ ìåæäó âûáîðêàìè â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå — ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè

àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû

.H
1
: M(X) - M(Y).

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî è ãèïîòåçà .H
0

âåðíà, íî èç ñïðàâåäëèâîñòè .H
0
, âîîáùå ãîâîðÿ,

íå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü H0. Ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ ìîãóò ñîâïàäàòü äëÿ ðàçëè÷àþùèõñÿ

ìåæäó ñîáîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè âûáîðî÷íûõ

äàííûõ ïðèíÿòà ãèïîòåçà .H
0
, òî îòñþäà íå ñëå-

äóåò, ÷òî äâå âûáîðêè ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó.

Îäíàêî â ðÿäå ñèòóàöèé öåëåñîîáðàçíà ïðî-

âåðêà èìåííî ãèïîòåçû .H
0
. Íàïðèìåð, ïóñòü

ôóíêöèÿ ñïðîñà íà îïðåäåëåííûé òîâàð èëè

óñëóãó îöåíèâàåòñÿ ïóòåì îïðîñà ïîòðåáèòåëåé

(ïåðâàÿ âûáîðêà) èëè ñ ïîìîùüþ äàííûõ î ïðî-

äàæàõ (âòîðàÿ âûáîðêà). Òîãäà ìàðêåòîëîãó âàæ-

íî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè-

÷åñêèõ ðàñõîæäåíèé ðåçóëüòàòîâ ýòèõ äâóõ ìåòî-

äîâ, ò.å. ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé.

Äðóãîé ïðèìåð — èç ïðîèçâîäñòâåííîãî ìå-

íåäæìåíòà. Ïóñòü èçó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü

óïðàâëåíèÿ áðèãàäàìè ðàáî÷èõ íà ïðåäïðèÿòèè ñ

ïîìîùüþ äâóõ îðãàíèçàöèîííûõ ñõåì, ðåçóëüòà-

òû íàáëþäåíèÿ — îáúåì ïðîèçâîäñòâà ïðîäóê-

öèè èëè óñëóã íà îäíîãî ÷ëåíà áðèãàäû (ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòü), à ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè îðãà-

íèçàöèîííîé ñõåìû — ñðåäíèé (ïî ïðåäïðè-

ÿòèþ) îáúåì ïðîèçâîäñòâà íà îäíîãî ðàáî÷åãî.

Òîãäà äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè îðãàíèçà-

öèîííûõ ñõåì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó

.H
0
. Åñëè îíà ïðèíÿòà, òî íåò îñíîâàíèé çàÿâ-

ëÿòü î òîì, ÷òî îðãàíèçàöèîííûå ñõåìû ðàçëè÷à-

þòñÿ ïî ýôôåêòèâíîñòè.

Èíîãäà íóæíî ïðîâåðèòü îäíîðîäíîñòü äèñ-

ïåðñèé. Íàïðèìåð, ðàçëè÷àþòñÿ ëè äâà ñïîñîáà

èçìåðåíèÿ ïî âåëè÷èíå ñëó÷àéíîé îøèáêè, ò.å.

ïî äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, îäíîðîä-

íîñòü êîýôôèöèåíòîâ âàðèàöèè.

Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè õàðàêòåðèñòèê

Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ïðîâåðêó îä-

íîðîäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Òðàäèöèîííûé ìåòîä ïðîâåðêè îäíîðîäíî-

ñòè (äâóõâûáîðî÷íûé êðèòåðèé Ñòüþäåíòà).

Äëÿ äàëüíåéøåãî êðèòè÷åñêîãî ðàçáîðà îïèøåì

òðàäèöèîííûé ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè [1], êîòîðûé øèðîêî èñïîëüçîâàëè

â òå÷åíèå âñåãî ÕÕ â. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòîò

ìåòîä óñòàðåë, íî ïî òðàäèöèè âñòðå÷àåòñÿ â

ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, à ïîòîìó è ïðîäîëæàåò ïðè-

ìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ äàííûõ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîãî ìåòîäà

ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè âû÷èñëÿþò âûáîðî÷íûå

ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå â êàæäîé âûáîðêå

x
m
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i m
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çàòåì — âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè
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� �
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1 1
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(1)

íà îñíîâå êîòîðîé ïðèíèìàþò ðåøåíèå.

Ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè á è ÷èñëó

ñòåïåíåé ñâîáîäû (m + n – 2) èç òàáëèö ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà (ñì., íàïðèìåð, [2]) íàõîäÿò

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå têð. Åñëè |t| > têð, òî ãèïî-

òåçó îäíîðîäíîñòè (îòñóòñòâèÿ ðàçëè÷èÿ) îòêëî-

íÿþò, åñëè æå |t| < têð, òî — ïðèíèìàþò. (Ïðè
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îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåçàõ âìå-

ñòî |t| > têð ïðîâåðÿþò óñëîâèå t > têð; ýòó ïî-

ñòàíîâêó ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê â íåé

íåò ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé îò îáñóæäàåìîé

çäåñü.)

Â ëèòåðàòóðå çà÷àñòóþ îïèñûâàåòñÿ òîëüêî

ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì. Ýòîãî íåäîñòàòî÷-

íî äëÿ êâàëèôèöèðîâàííîãî àíàëèçà ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè

òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè,

îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ñòàòèñòèêè t

Ñòüþäåíòà, à òàêæå îáñóäèì ñîâðåìåííûå ìåòî-

äû ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê.

Êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êðèòå-

ðèÿ Ñòüþäåíòà. Ñîãëàñíî ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè-

÷åñêîé òåîðèè, äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äâà

êëàññè÷åñêèõ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êðèòåðèÿ

Ñòüþäåíòà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ñòàòè-

ñòèêè t, çàäàííîé ôîðìóëîé (1):

à) ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé èìåþò íîðìàëü-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ

F x N x m( ) ( ; , ),�
1 1

2
	 G x N x m( ) ( ; , )�

2 2

2
	

ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè m1 è m2 è äèñ-

ïåðñèÿìè 	
1

2 è 	
2

2 â ïåðâîé è âî âòîðîé âûáîðêàõ

ñîîòâåòñòâåííî;

á) äèñïåðñèè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â ïåð-

âîé è âòîðîé âûáîðêàõ ñîâïàäàþò, ò.å.

D X D Y( ) ( ) .� � �	 	
1

2

2

2

Åñëè óñëîâèÿ à) è á) âûïîëíåíû, òî íîðìàëü-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è G(x) îòëè÷àþòñÿ òîëü-

êî ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, à ïîýòîìó îáå

ãèïîòåçû — H0 è .H
0

— ñâîäÿòñÿ ê ãèïîòåçå

..H
0
: m1 = m2,

à îáå àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû — H1 è .H
1

— ê

ãèïîòåçå

..H
1
: m1 - m2.

Åñëè óñëîâèÿ à) è á) âûïîëíåíû, òî ñòàòèñòè-

êà t ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ..H
0

èìååò ðàñïðåäåëå-

íèå Ñòüþäåíòà ñ (m + n – 2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îïèñàííûé âûøå òðàäèöè-

îííûé ìåòîä îáîñíîâàí áåçóïðå÷íî. Åñëè õîòÿ áû

îäíî èç óñëîâèé à) è á) íå âûïîëíåíî, òî íåò íè-

êàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà t èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå

òðàäèöèîííîãî ìåòîäà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå îáîñíî-

âàíî. Îáñóäèì âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè ýòèõ óñëî-

âèé è ïîñëåäñòâèÿ èõ íàðóøåíèé.

Èìåþò ëè ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå? Êàê ïîäðîáíî ïîêàçàíî

â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [3]), àïðèîðè íåò

îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ, òåõíèêî-ýêî-

íîìè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è èíûõ

íàáëþäåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíîñòü íàäî

ïðîâåðÿòü (èëè èñïîëüçîâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå

ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ). Ðàçðàáîòàíî ìíîãî ñòà-

òèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëü-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé

[2]. Îäíàêî ïðîâåðêà íîðìàëüíîñòè — áîëåå

ñëîæíàÿ è òðóäîåìêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäó-

ðà, ÷åì ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè (êàê ñ ïîìîùüþ

ñòàòèñòèêè t Ñòüþäåíòà, òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì

íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, ðàññìàòðèâàåìûõ

íèæå).

Äëÿ äîñòàòî÷íî íàäåæíîãî óñòàíîâëåíèÿ

íîðìàëüíîñòè òðåáóåòñÿ âåñüìà áîëüøîå ÷èñëî

íàáëþäåíèé. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé îòëè÷à-

åòñÿ îò íåêîòîðîé íîðìàëüíîé íå áîëåå ÷åì íà

0,01 (ïðè ëþáîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà), òðåáóåòñÿ

ïîðÿäêà 2500 íàáëþäåíèé [4]. Â áîëüøèíñòâå

òåõíè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è

èíûõ èññëåäîâàíèé ÷èñëî íàáëþäåíèé ñóùå-

ñòâåííî ìåíüøå.

Åñòü è åùå îäíà îáùàÿ ïðè÷èíà îòêëîíåíèé

îò íîðìàëüíîñòè: ëþáîé ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ

çàïèñûâàåòñÿ êîíå÷íûì (îáû÷íî 2 – 5) êîëè÷å-

ñòâîì öèôð, à ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 0. Òî÷íåå, äëÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå äàííûõ

â îðãàíèçàöèîííî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ

ðàñïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ïðàêòè-

÷åñêè âñåãäà áîëåå èëè ìåíåå îòëè÷àåòñÿ îò íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñëåäñòâèÿ íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ íîðìàëüíî-

ñòè. Åñëè óñëîâèå à) íå âûïîëíåíî, òî ðàñïðåäå-

ëåíèå ñòàòèñòèêè t íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

Ñòüþäåíòà. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ

Öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé è òåîðåìû î íàñëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè

[4, ãë. 4], ÷òî ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû ..H
0

è

óñëîâèÿ á) ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè t ïðè ðîñòå

îáúåìîâ âûáîðîê ïðèáëèæàåòñÿ ê ñòàíäàðòíî-

ìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ô(x) = N(x; 0,1).

Ê ýòîìó æå ðàñïðåäåëåíèþ ïðèáëèæàåòñÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà

ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåñìîòðÿ

íà íàðóøåíèå óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè êðèòåðèé

Ñòüþäåíòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü (ïðè îïðåäåëåí-

íûõ óñëîâèÿõ!) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû .H
0

ïðè

áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê. Ïðè ýòîì âìåñòî òàá-

ëèö ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äîñòàòî÷íî ïîëü-

çîâàòüñÿ òàáëèöàìè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ Ô(x). Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëè-

âî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è G(x)
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òàêèõ, ÷òî M(X) = M(Y), D(X) = D(Y) è âûïîë-

íåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ, îáû÷íî ñ÷èòàþùèåñÿ

ñïðàâåäëèâûìè â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ [5]. Åñëè æå

M(X) - M(Y), òî íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî ïðè

áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê

P(t � x) ( Ô(x – amn), (2)

ãäå

a
mn M X M Y

mD X nD Y
mn �

�

�

[ ( ) ( )]

( ) ( )
. (3)

Ôîðìóëû (2) – (3) ïîçâîëÿþò ïðèáëèæåííî

âû÷èñëÿòü ìîùíîñòü t-êðèòåðèÿ (òî÷íîñòü âîç-

ðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìîâ âûáîðîê m è n).

Î ïðîâåðêå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äèñïåðñèé.

Èíîãäà óñëîâèå á) ñëåäóåò èç ìåòîäèêè ïîëó÷å-

íèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé, íàïðèìåð, êîãäà ñ

ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå ïðèáîðà èëè îäèíàêî-

âîé ìåòîäèêè m ðàç èçìåðÿþò õàðàêòåðèñòèêó

ïåðâîãî îáúåêòà è n ðàç — âòîðîãî, à ïàðàìåòðû

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ ïðè

ýòîì íå ìåíÿþòñÿ. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî â ïîñòàíîâ-

êàõ áîëüøèíñòâà èññëåäîâàòåëüñêèõ è ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàäà÷ íåò îñíîâàíèé àïðèîðè ïðåäïîëàãàòü

ðàâåíñòâî äèñïåðñèé.

Öåëåñîîáðàçíî ëè ïðîâåðÿòü ðàâåíñòâî äèñ-

ïåðñèé ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð,

êàê ýòî èíîãäà ïðåäëàãàþò, ñ ïîìîùüþ F-êðè-

òåðèÿ Ôèøåðà? Ýòîò êðèòåðèé îñíîâàí íà íîð-

ìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ðåçóëüòàòîâ íàáëþ-

äåíèé. À îò íîðìàëüíîñòè íåèçáåæíû îòêëîíå-

íèÿ (ñì. âûøå). Ïðè÷åì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â

îòëè÷èå îò t-êðèòåðèÿ ðàñïðåäåëåíèå F-êðèòåðèÿ

Ôèøåðà ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ îòêëîíå-

íèÿõ îò íîðìàëüíîñòè [6]. Êðîìå òîãî, F-êðè-

òåðèé îòâåðãàåò ãèïîòåçó D(X) = D(Y) ëèøü

ïðè áîëüøîì ðàçëè÷èè âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé.

Òàê, äëÿ äàííûõ [2] î äâóõ ãðóïïàõ ðåçóëüòàòîâ

õèìè÷åñêèõ àíàëèçîâ îòíîøåíèå âûáîðî÷íûõ

äèñïåðñèé ðàâíî 1,95, ò.å. ñóùåñòâåííî îòëè÷à-

åòñÿ îò 1. Òåì íå ìåíåå ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå òåî-

ðåòè÷åñêèõ äèñïåðñèé ïðèíèìàåòñÿ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè F-êðèòåðèÿ íà 1 %-íîì óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîâåðêå îäíîðîä-

íîñòè ïðèìåíåíèå F-êðèòåðèÿ äëÿ ïðåäâàðèòåëü-

íîé ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äèñïåðñèé â öåëÿõ

îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êðèòå-

ðèÿ Ñòüþäåíòà íåöåëåñîîáðàçíî.

Èòàê, â áîëüøèíñòâå òåõíè÷åñêèõ, ýêîíîìè-

÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è èíûõ çàäà÷ óñëîâèå á)

íåëüçÿ ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì, à ïðîâåðÿòü åãî

ïåðåä ïðîâåðêîé îäíîðîäíîñòè íåöåëåñîîáðàçíî.

Ïîñëåäñòâèÿ íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà

äèñïåðñèé. Åñëè îáúåìû âûáîðîê m è n âåëèêè,

òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñ-

òèêè t îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîëüêî ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé M(X) è M(Y), äèñïåðñèé D(X),

D(Y) è îòíîøåíèÿ îáúåìîâ âûáîðîê, à èìåííî,

P(t � x) ( Ô(bmnx – amn), (4)

ãäå amn îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (3);

b
D X D Y

D X D Y
mn
2

�

�

�

/

/

( ) ( )

( ) ( )
, / �

m

n
. (5)

Åñëè bmn - 1, òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè t

îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàííîãî ôîðìó-

ëîé (2), ïîëó÷åííîé â ïðåäïîëîæåíèè ðàâåíñòâà

äèñïåðñèé. Êîãäà bmn = 1? Â äâóõ ñëó÷àÿõ — ïðè

m = n è ïðè D(X) = D(Y). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

áîëüøèõ è ðàâíûõ îáúåìàõ âûáîðîê òðåáîâàòü

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ á) íåò íåîáõîäèìîñòè. Êðî-

ìå òîãî, ÿñíî, ÷òî åñëè îáúåìû âûáîðîê ìàëî ðàç-

ëè÷àþòñÿ, òî bmn áëèçêî ê 1. Òàê, äëÿ äàííûõ [2]

î äâóõ ãðóïïàõ ðåçóëüòàòîâ õèìè÷åñêèõ àíàëèçîâ

èìååì bmn
* = 0,987, ãäå bmn

* — îöåíêà bmn, ïîëó-

÷åííàÿ çàìåíîé â ôîðìóëå (5) òåîðåòè÷åñêèõ äèñ-

ïåðñèé íà èõ âûáîðî÷íûå îöåíêè.

Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òðàäèöèîííîãî ìå-

òîäà ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè ñ ïîìîùüþ êðèòå-

ðèÿ Ñòüþäåíòà. Ïîäâåäåì èòîãè ðàññìîòðåíèÿ

t-êðèòåðèÿ. Îí ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó .H
0

î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, íî íå ãè-

ïîòåçó H0 î òîì, ÷òî îáå âûáîðêè âçÿòû èç îäíîé

è òîé æå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Êëàññè-

÷åñêèå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êðèòåðèÿ Ñòüþ-

äåíòà â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå òåõíè÷åñêèõ,

ýêîíîìè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è èíûõ çàäà÷ íå

âûïîëíåíû. Òåì íå ìåíåå ïðè áîëüøèõ è ïðè-

ìåðíî ðàâíûõ îáúåìàõ âûáîðîê åãî ìîæíî ïðè-

ìåíÿòü. Ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ âûáîðîê òðàäè-

öèîííûé ìåòîä íîñèò íåóñòðàíèìî ïðèáëèæåí-

íûé õàðàêòåð.

Êðèòåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à ðàâåíñòâà ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Âìåñòî êðèòåðèÿ

Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè .H
0

öåëåñîîáðàçíî èñ-

ïîëüçîâàòü êðèòåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à, îñíîâàí-

íûé íà ñòàòèñòèêå

T
x y

s

m

s

n

mn x y

ns ms
x y x y

�

�

�

�

�

�2 2 2 2

( )
. (6)

Êðèòåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à èìååò ïðîçðà÷íûé

ñìûñë — ðàçíîñòü âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ àðèôìå-

òè÷åñêèõ äëÿ äâóõ âûáîðîê äåëèòñÿ íà åñòå-

ñòâåííóþ îöåíêó ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îò-

êëîíåíèÿ ýòîé ðàçíîñòè. Åñòåñòâåííîñòü óêàçàí-

íîé îöåíêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíûå ñòà-

òèñòèêó äèñïåðñèè çàìåíåíû èõ âûáîðî÷íûìè

îöåíêàìè. Èç ìíîãîìåðíîé Öåíòðàëüíîé ïðå-

äåëüíîé òåîðåìû è èç òåîðåì î íàñëåäîâàíèè

ñõîäèìîñòè [4, ãë. 4] ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðîñòå îáú-

åìîâ âûáîðîê ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T Êðà-
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ìåðà – Óýë÷à ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëü-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì 0 è äèñïåðñèåé 1. Ýòà ñõîäèìîñòü óñòàíîâ-

ëåíà Ã. Êðàìåðîì [7]. Òåðìèí «ñòàòèñòèêà Êðà-

ìåðà – Óýë÷à» ââåäåí íàìè â [8].

Èòàê, ïðè ñïðàâåäëèâîñòè .H
0

è áîëüøèõ îáú-

åìàõ âûáîðîê ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T ïðè-

áëèæàåòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ Ô(x), èç òàáëèö êîòîðîãî è ñëåäóåò

áðàòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ïðè m = n, êàê ñëå-

äóåò èç ôîðìóë (1) è (6), t = T. Ïðè m - n ýòîãî

ðàâåíñòâà íåò. Â ÷àñòíîñòè, ïðè sx
2 â ôîðìóëå (1)

ñòîèò ìíîæèòåëü (m – 1), à â ôîðìóëå (6) — ìíî-

æèòåëü n.

Åñëè M(X) - M(Y), òî ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ

âûáîðîê

P(T � X) ( Ô(x – cmn), (7)

ãäå

c
mn M X M Y

nD X mD Y
mn �

�

�

[ ( ) ( )]

( ) ( )
. (8)

Ïðè m = n èëè D(X) = D(Y), ñîãëàñíî ôîð-

ìóëàì (3) è (8), amn = cmn, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

ðàâåíñòâà íåò.

Èç àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ñòàòèñòè-

êè T, ôîðìóë (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëî ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ äëÿ êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à

âûãëÿäèò òàê:

åñëè |T| � Ô–1(1 – á/2), òî ãèïîòåçà îäíîðîä-

íîñòè (ðàâåíñòâà) ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

ïðèíèìàåòñÿ íà óðîâíå çíà÷èìîñòè á;

åñëè |T| > Ô–1(1 – á/2), òî ãèïîòåçà îäíîðîä-

íîñòè (ðàâåíñòâà) ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îò-

êëîíÿåòñÿ íà óðîâíå çíà÷èìîñòè á.

Â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå íàèáîëåå ÷àñòî

ïðèìåíÿåòñÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè á = 0,05. Òîãäà

çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñòàòèñòèêè T Êðàìåðà – Óýë÷à

íàäî ñðàâíèâàòü ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì Ô–1(1 –

– á/2) = 1,96.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè àíàëèçå

îðãàíèçàöèîííî-ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ áîëåå

îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë-

÷à, ÷åì êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà. Äîïîëíèòåëüíîå

ïðåèìóùåñòâî êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à ïî

ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà — íå òðåáóåò-

ñÿ ðàâåíñòâà äèñïåðñèé D(X) = D(Y). Ðàñïðåäå-

ëåíèå ñòàòèñòèêè T íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

Ñòüþäåíòà, îäíàêî è ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè

t, êàê ïîêàçàíî âûøå, íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì â

ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ.

Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T ïðè îáúåìàõ âû-

áîðîê m = n = 6, 8, 10, 12 è ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ

ðàñïðåäåëåíèé âûáîðîê F(x) è G(x) èçó÷åíî ìåòî-

äîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî).

Ðåçóëüòàòû (÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ

[9, 10]) ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ïðè òàêèõ íåáîëü-

øèõ îáúåìàõ âûáîðîê òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè

ïðåäåëüíûì ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà. Ïîýòîìó

ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì çàìåíèòü êðèòå-

ðèé Ñòüþäåíòà, ïðåäëàãàåìûé ê èñïîëüçîâàíèþ

â óñòàðåâøèõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ, íà êðè-

òåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à. Êîíå÷íî, òàêàÿ çàìåíà

ïîòðåáóåò ïåðåðàáîòêè ðÿäà íîðìàòèâíî-òåõíè-

÷åñêèõ è ìåòîäè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èñïðàâëåíèÿ

ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé äëÿ âóçîâ.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû

ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè

Â áîëüøèíñòâå óïðàâëåí÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ,

ýêîíîìè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è èíûõ çàäà÷ àíà-

ëèçà äàííûõ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ íå ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èëè èíûõ õàðàêòåðèñòèê

ðàñïðåäåëåíèÿ, à îáíàðóæåíèå ðàçëè÷èÿ ãåíå-

ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, èç êîòîðûõ èçâëå÷åíû

âûáîðêè, ò.å. ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0. Ìåòîäû ïðî-

âåðêè ãèïîòåçû H0 äîëæíû ïîçâîëÿòü îáíàðó-

æèòü íå òîëüêî èçìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ èëè äèñïåðñèè, íî è ëþáûå èíûå èçìåíå-

íèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþ-

äåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé âûáîðêè ê äðóãîé

(óâåëè÷åíèå ðàçáðîñà, ïîÿâëåíèå àñèììåòðèè è

ò.ä.). Êàê óñòàíîâëåíî âûøå, ìåòîäû, îñíîâàí-

íûå íà èñïîëüçîâàíèè ñòàòèñòèê t Ñòüþäåíòà è T

Êðàìåðà – Óýë÷à, íå ïîçâîëÿþò ïðîâåðÿòü ãèïî-

òåçó H0. Àïðèîðíîå ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíàäëåæ-

íîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è G(x) ê êà-

êîìó-ëèáî îïðåäåëåííîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó

ñåìåéñòâó (íàïðèìåð, ñåìåéñòâàì íîðìàëüíûõ,

ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíûõ, ðàñïðåäåëåíèé

Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé è

äð.) îáû÷íî íåëüçÿ äîñòàòî÷íî íàäåæíî îáîñíî-

âàòü [3, 4]. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè H0 ñëåäóåò èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîäû, ïðèãîäíûå ïðè ëþáîì âèäå

F(x) è G(x), ò.å. íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

Òåðìèí «íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä» îçíà-

÷àåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà íåò íå-

îáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ïðèíàäëåæàò

êàêèì-ëèáî îïðåäåëåííûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ñå-

ìåéñòâàì. Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäàõ

íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè äàíî â ñòàòüå

[11].

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ðàçðàáîòàíî ìíî-

ãî íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ — êðèòåðèè

Ñìèðíîâà, òèïà îìåãà-êâàäðàò (Ëåìàíà – Ðîçåíá-

ëàòòà), Âèëêîêñîíà (Ìàííà – Óèòíè), Âàí-äåð-

Âàðäåíà, Ñýâèäæà, õè-êâàäðàò è äð. [2, 12, 13].

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê âñåõ ýòèõ êðèòåðèåâ

ïðè ñïðàâåäëèâîñòè H0 íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíî-

ãî âèäà ñîâïàäàþùèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
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F(x) - G(x). Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöàìè òî÷íûõ è

ïðåäåëüíûõ (ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê) ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê ýòèõ êðèòåðèåâ è èõ ïðî-

öåíòíûõ òî÷åê [2, 13] ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè

ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé.

Êàêîé èç íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

ïðèìåíÿòü? Êàê èçâåñòíî [8], äëÿ âûáîðà îäíîãî

èç íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ íåîáõîäèìî ñðàâíèòü

èõ ìîùíîñòè, îïðåäåëÿåìûå âèäîì àëüòåðíàòèâ-

íûõ ãèïîòåç. Ñðàâíåíèþ ìîùíîñòåé êðèòåðèåâ

ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

Õîðîøî èçó÷åíû ñâîéñòâà êðèòåðèåâ ïðè àëü-

òåðíàòèâíîé ãèïîòåçå ñäâèãà

H1c: G(x) = F(x – d), d - 0.

Êðèòåðèè Âèëêîêñîíà, Âàí-äåð-Âàðäåíà è ðÿä

äðóãèõ îðèåíòèðîâàíû äëÿ ïðèìåíåíèÿ èìåííî â

ýòîé ñèòóàöèè. Åñëè m ðàç èçìåðÿþò õàðàêòåðè-

ñòèêó îäíîãî îáúåêòà è n ðàç — äðóãîãî, à ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ

ïðîèçâîëüíà, íî íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò

îáúåêòà ê îáúåêòó (ýòî áîëåå æåñòêîå òðåáîâàíèå,

÷åì óñëîâèå ðàâåíñòâà äèñïåðñèé), òî ðàññìîòðå-

íèå ãèïîòåçû H1c îïðàâäàíî. Îäíàêî â áîëüøèí-

ñòâå ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé íåò îñíîâàíèé

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñò-

âóþùèå âûáîðêàì, ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì.

Ïîëàãàåì, ÷òî ðàäè àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè â êà÷åñòâå

àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû íàäî ðàññìàòðèâàòü H1

(îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè), à íå H1c

(íàëè÷èå ñäâèãà).

Äâóõâûáîðî÷íûé êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.

Ýòîò êðèòåðèé (â ëèòåðàòóðå åãî íàçûâàþò òàêæå

êðèòåðèåì Ìàííà – Óèòíè), êàê ïîêàçàíî â [14],

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0m: P(X < Y) = 1/2,

ãäå X — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ

êàê ýëåìåíòû ïåðâîé âûáîðêè, à Y — ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ êàê ýëåìåíòû âòîðîé

âûáîðêè. Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèå

H0m: âåðîÿòíîñòü P(X < Y) îòëè÷íà îò 0,5. Ýòî —

íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãèïîòåçà. Íî èç íåå íå ñëå-

äóåò, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ âûáîðîê

ñîâïàäàþò. Îáðàòíîå, êîíå÷íî, âåðíî: åñëè X è Y

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî P(X < Y) = 1/2, ò.å.

ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè X – Y ðàâíà 0.

Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà — îäèí èç ñàìûõ èç-

âåñòíûõ èíñòðóìåíòîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêè (íàðÿäó ñ êðèòåðèÿìè íà îñíîâå ñòàòè-

ñòèê òèïà Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà, îìåãà-êâàä-

ðàò è êîýôôèöèåíòàìè ðàíãîâîé êîððåëÿöèè).

Ñâîéñòâàì ýòîãî êðèòåðèÿ è òàáëèöàì åãî êðèòè-

÷åñêèõ çíà÷åíèé óäåëÿåòñÿ ìåñòî âî ìíîãèõ ìî-

íîãðàôèÿõ è ñòàòüÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé è ïðè-

êëàäíîé ñòàòèñòèêå (ñì., íàïðèìåð, [2, 4, 12, 13]).

Îäíàêî â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ è íåòî÷íûå óòâåð-

æäåíèÿ îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòåé êðèòåðèÿ

Âèëêîêñîíà. Òàê, îòäåëüíûå àâòîðû ïîëàãàþò,

÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îáíàðóæèòü ëþáîå ðàç-

ëè÷èå ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è

G(x). Ïî ìíåíèþ äðóãèõ, ýòîò êðèòåðèé íàöåëåí

íà ïðîâåðêó ðàâåíñòâà ìåäèàí ðàñïðåäåëåíèé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðêàì. È òî è äðóãîå íåâåð-

íî, êàê ïîäðîáíî ïîêàçàíî â [14].

Ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå, êîãäà ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðîê F(x) è G(x) íå ñîâïà-

äàþò, ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà çà-

âèñèò îò âåëè÷èíû a = P(X < Y). Åñëè a îòëè÷à-

åòñÿ îò 1/2, òî ìîùíîñòü êðèòåðèÿ Âèëêîêñîíà

ñòðåìèòñÿ ê 1 è îí îòëè÷àåò íóëåâóþ ãèïîòåçó

F 0 G îò àëüòåðíàòèâíîé. Åñëè æå a = 1/2, òî ýòî

íå âñåãäà èìååò ìåñòî. Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè

àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû ñäâèãà ìîùíîñòü ñòðå-

ìèòñÿ ê 1, ðàçëè÷èå ìåäèàí òàêæå âñåãäà îáíàðó-

æèâàåòñÿ.

Ñîñòîÿòåëüíûå êðèòåðèè ïðîâåðêè

àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåêîìåíäóå-

ìûé äëÿ ìàññîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ

èññëåäîâàíèÿõ êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè áûë ñî-

ñòîÿòåëüíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ îòëè÷-

íûõ äðóã îò äðóãà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è

G(x) (äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ñïðàâåäëèâîñòè àëü-

òåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H1) âåðîÿòíîñòü îòêëîíå-

íèÿ ãèïîòåçû H0 äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê 1 ïðè óâå-

ëè÷åíèè îáúåìîâ âûáîðîê m è n. Èç ïåðå÷èñëåí-

íûõ âûøå êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè ñîñòîÿòåëü-

íûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êðèòåðèè Ñìèðíîâà è

òèïà îìåãà-êâàäðàò.

Êðèòåðèé Ñìèðíîâà îäíîðîäíîñòè äâóõ íå-

çàâèñèìûõ âûáîðîê. Îí áûë ïðåäëîæåí ÷ëå-

íîì-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ Í. Â. Ñìèðíî-

âûì â 1939 ã. (ñì. ñïðàâî÷íèê [2]). Åäèíñòâåííîå

îãðàíè÷åíèå — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è

G(x) äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè. Ñîãëàñíî

Ë. Í. Áîëüøåâó è Í. Â. Ñìèðíîâó [2] çíà÷åíèå

ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå õ

ðàâíî äîëå ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â âûáîðêå,

ìåíüøèõ x. Êðèòåðèé Ñìèðíîâà îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-

íèÿ Fm(x) è Gn(x), ïîñòðîåííûõ ïî ïåðâîé è âòî-

ðîé âûáîðêàì ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèå ñòàòè-

ñòèêè Ñìèðíîâà

D F x G xm n

x

m n, | ( ) ( )|� �sup

ñðàâíèâàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì (ñì., íàïðèìåð, [2]) è ïî ðåçóëüòàòàì
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ñðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò èëè îòêëîíÿþò ãèïîòåçó

H0 î ñîâïàäåíèè (îäíîðîäíîñòè) ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè ñòàòèñòèêó Dm, n ðåêî-

ìåíäóåòñÿ [2] âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

D
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n
F y G x

s
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r n
m r
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D D Dm n m n m n, , ,max( , ),�
� � (11)

ãäå .x
1

< .x
2

< ... < .xm
— ýëåìåíòû ïåðâîé âûáîð-

êè x1, x2, ..., xm, ïåðåñòàâëåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ, à .y
1

< .y
2

< ... < .y n
— ýëåìåíòû âòîðîé

âûáîðêè y1, y2, ..., yn, òàêæå ïåðåñòàâëåííûå â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ F(x) è G(x) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâ-

íûìè, òî âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ êàêèõ-ëèáî

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ðàâíà 0. Ðåêîìåíäàöèè ïî

íàõîæäåíèþ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè

Ñìèðíîâà íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ äàííûõ ïðèâå-

äåíû â ñòàòüå [15].

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è êîìïüþòåðíûå

ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü òî÷íûå

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðîöåíòíûå òî÷êè è äîñòèãà-

åìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ äâóõâûáîðî÷íîé

ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà, ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå

òàáëèöû (ñì., íàïðèìåð, ìåòîäèêó [16], ñîäåðæà-

ùóþ îïèñàíèå àëãîðèòìîâ, òåêñòû ïðîãðàìì è

òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé).

Îäíàêî ó êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà åñòü è íåäî-

ñòàòêè. Åãî ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî â ñðàâ-

íèòåëüíî íåáîëüøîì ÷èñëå òî÷åê. ßñíî, ÷òî ïðè-

íèìàåìûå ýòîé ñòàòèñòèêîé çíà÷åíèÿ ïðîïîð-

öèîíàëüíû âåëè÷èíå 1/L, ãäå L — íàèìåíüøåå

îáùåå êðàòíîå îáúåìîâ âûáîðîê m è n. Ïîýòîìó

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñòåò áîëüøèìè ñêà÷-

êàìè. Êàê ñëåäñòâèå, íå óäàåòñÿ âûäåðæàòü çà-

äàííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè. Ðåàëüíûé (äðóãèìè

ñëîâàìè, èñòèííûé) óðîâåíü çíà÷èìîñòè ìîæåò

çíà÷èòåëüíî, äàæå â íåñêîëüêî ðàç îòëè÷àòüñÿ îò

íîìèíàëüíîãî (ïîäðîáíîìó îáñóæäåíèþ íåêëàñ-

ñè÷åñêîãî ôåíîìåíà ñóùåñòâåííîãî îòëè÷èÿ ðå-

àëüíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ îò íîìèíàëüíûõ ïîñâÿùåíà ðàáîòà

[9]).

Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííîé Í. Â. Ñìèðíîâûì â

1939 ã. òåîðåìîé: â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ äâóõ íå-

çàâèñèìûõ âûáîðîê

lim ( ),
,

,
m n

m nP
mn

m n
D y K y

%* %* �

1

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

ãäå K(y) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà,

çàäàííàÿ ôîðìóëîé

K y k yk

k

( ) ( ) exp( ).� � �

��*

*

& 1 2 2 2

Êðèòåðèé òèïà îìåãà-êâàäðàò (Ëåìà-

íà – Ðîçåíáëàòòà). Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ òèïà

îìåãà-êâàäðàò äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê èìååò âèä

A
mn

m n
F x G x H xm n m n�

�

�
�

�*

*

2
( ( ) ( )) ( ),2 d (12)

ãäå Hm + n(x) — ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî îáúåäèíåííîé âûáîðêå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

H x
m

m n
F x

n

m n
G xm n m n�

�

�

�

�

( ) ( ) ( ).

Ñòàòèñòèêà A òèïà îìåãà-êâàäðàò áûëà ïðåä-

ëîæåíà Ý. Ëåìàíîì â 1951 ã., èçó÷åíà Ì. Ðîçåíá-

ëàòòîì â 1952 ã., à çàòåì è äðóãèìè èññëåäîâàòå-

ëÿìè. Îíà çàâèñèò ëèøü îò ðàíãîâ ýëåìåíòîâ

äâóõ âûáîðîê â îáúåäèíåííîé âûáîðêå. Äàííàÿ

ñòàòèñòèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (ñì., íàïðèìåð,

[2])

A
mn m n

m r i n s j
i

i
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j
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� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

& &

1
2

1

2

1
( )

( ) ( )

�

�

�

4 1
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mn

m n( )
,

ãäå ri — ðàíã .x
i

è sj — ðàíã .y
j

â îáùåì âàðèà-

öèîííîì ðÿäó, ïîñòðîåííîì ïî îáúåäèíåííîé

âûáîðêå.

Ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ïðîâåðêå îä-

íîðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê íà îñíîâå ñòàòèñòèê

Ñìèðíîâà è òèïà îìåãà-êâàäðàò, ò.å. òàáëèöû

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò óðîâíåé

çíà÷èìîñòè è îáúåìîâ çíà÷èìîñòè, ïðèâåäåíû,

íàïðèìåð, â [2]. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îáú-

åìàõ âûáîðîê ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ôîð-

ìóëèðóåòñÿ ïðîñòî: åñëè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå

ñòàòèñòèêè ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàíòèëÿ

ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãèïîòåçà îäíîðîä-

íîñòè ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — îòêëî-

íÿåòñÿ.

Èçâåñòíî [4], ÷òî

lim ( ) ( )
,m n

P A x a x
%* %*

1 �
1

(â îáîçíà÷åíèÿõ [2]), ãäå a1(x) — ïðåäåëüíàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñ-

òèêè îìåãà-êâàäðàò (Êðàìåðà – Ìèçåñà – Ñìèð-

íîâà), èñïîëüçóåìîé äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ
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ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííûì òåîðå-

òè÷åñêèì.

Ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó êðèòåðèÿ îäíîðîä-

íîñòè. Äëÿ êðèòåðèÿ òèïà îìåãà-êâàäðàò (Ëåìà-

íà – Ðîçåíáëàòòà) íåò âûðàæåííîãî ýôôåêòà ðàç-

ëè÷èÿ ìåæäó íîìèíàëüíûìè è ðåàëüíûìè óðîâ-

íÿìè çíà÷èìîñòè. Ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåì äëÿ

ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

(ãèïîòåçà H0) ïðèìåíÿòü ñòàòèñòèêó A òèïà îìå-

ãà-êâàäðàò. Åñëè ìåòîäè÷åñêîå, òàáëè÷íîå èëè

ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ñòàòèñòèêè Ëåìà-

íà – Ðîçåíáëàòòà îòñóòñòâóåò, ðåêîìåíäóåì èñ-

ïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ñìèðíîâà. Äëÿ ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (ãèïî-

òåçà .H
0
) öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü êðèòåðèé

Êðàìåðà – Óýë÷à. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñòàòèñòè-

êè Ñòüþäåíòà, Âèëêîêñîíà è äð. äîïóñòèìî èñ-

ïîëüçîâàòü ëèøü â îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,

ðàññìîòðåííûõ âûøå.

Ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ

íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

Îáñóäèì ÷åòûðå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðàç-

ðàáîòêîé è ïðèìåíåíèåì íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ.

Î êðèòåðèÿõ Êîëìîãîðîâà è Ñìèðíîâà.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìî-

ãîðîâà, Ñìèðíîâà, îìåãà-êâàäðàò, ðàçðàáîòàííûå

â 1930-å ãîäû, ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé íåïàðàìåòðè-

÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îíè ïðîäîë-

æàþò áûòü îáðàçöîì ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòî-

äîâ è øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå. Èñïîëü-

çóþòñÿ òåðìèíû «ñòàòèñòèêè òèïà Êîëìîãîðî-

âà – Ñìèðíîâà», «ñòàòèñòèêè òèïà îìåãà-êâàä-

ðàò». Â ëèòåðàòóðå è â îïèñàíèè ïðîãðàììíûõ

ïðîäóêòîâ âñòðå÷àåòñÿ íåêîððåêòíûé òåðìèí

«ñòàòèñòèêà Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà». Èíîãäà

íåêîððåêòíî ïèøóò, íàïðèìåð, î ïðèìåíåíèè

êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ñ

ñåìåéñòâîì íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ïî-

ñëåäíåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îòíþäü íå òîëüêî î òåð-

ìèíîëîãèè — ñëó÷àþòñÿ ãðóáûå îøèáêè ïðè ïðè-

ìåíåíèè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïðèâîäÿùèå ê íåïðàâèëü-

íûì óïðàâëåí÷åñêèì ðåøåíèÿì [17].

Â ëèòåðàòóðå, îñîáåííî ïåðåâîäíîé, èíîãäà

èñïîëüçóþò òåðìèí «êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà –

Ñìèðíîâà» ïî îòíîøåíèþ ê ïðîöåäóðàì ïðîâåð-

êè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç,

â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâè-

ñèìûõ âûáîðîê. Îäíàêî àíàëèç ïóáëèêàöèé àêà-

äåìèêà À. Í. Êîëìîãîðîâà (1903 – 1987 ãã.) è ÷ëå-

íà-êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ Í. Â. Ñìèðíîâà

(1900 – 1966 ãã.), ïðîâåäåííûé â ñòàòüå [17], ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî òàêîãî êðèòåðèÿ íå ñóùå-

ñòâóåò. Ó À. Í. Êîëìîãîðîâà è Í. Â. Ñìèðíîâà

íåò ñîâìåñòíûõ ðàáîò, îíè íèêîãäà íå èçó÷àëè

îäíîâðåìåííî îäèí è òîò æå ñòàòèñòè÷åñêèé êðè-

òåðèé. Ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå èìååò ëèøü òåð-

ìèí «êðèòåðèé òèïà Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà».

Òàê, êðèòåðèé ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçà-

âèñèìûõ âûáîðîê, îñíîâàííûé íà ôîðìóëàõ

(9) – (11), — ýòî êðèòåðèé Ñìèðíîâà. Ìîæíî ñêà-

çàòü, ÷òî ýòî «êðèòåðèé òèïà Êîëìîãîðîâà –

Ñìèðíîâà». Êðèòåðèé (12) — ýòî êðèòåðèé Ëåìà-

íà – Ðîçåíáëàòòà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî «êðèòå-

ðèé òèïà îìåãà-êâàäðàò».

Ïðåäåëüíàÿ òåîðèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñòàòèñòèê. Ïðåäåëüíûå (ïðè áåçãðàíè÷íîì

ðîñòå îáúåìîâ âûáîðîê) ðàñïðåäåëåíèÿ íåïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ ñòàòèñòèê, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ

ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáî-

ðîê, íàõîäèëèñü ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Îäèí èç

íàèáîëåå îáùèõ — «ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè»

[18]. Íàìè ðàçðàáîòàí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ñòó-

ïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åí

ðÿä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé [19].

Àíàëèç ñîâïàäàþùèõ íàáëþäåíèé. Îáû÷íî

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x)

è G(x) íåïðåðûâíû è ñòðîãî âîçðàñòàþò. Èç íå-

ïðåðûâíîñòè ýòèõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1 âñå m + n ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ðàç-

ëè÷íû. Ïðè ðàññìîòðåíèè ðåàëüíûõ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ äàííûõ èíîãäà íàáëþäàþòñÿ ñîâïàäåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé, íî ñàì ôàêò èõ íà-

ëè÷èÿ — ñâèäåòåëüñòâî íàðóøåíèé ïðåäïîñûëîê

òîëüêî ÷òî îïèñàííîé áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè. Â ñòàòüå [20] ìû ïðåäëàãàåì âåðîÿòíîñò-

íî-ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü, îáúÿñíÿþùóþ ïîÿâ-

ëåíèå ñîâïàäåíèé è äàþùóþ àëãîðèòìû àíàëèçà

ñîâïàäåíèé. Ýòà ìîäåëü îñíîâàíà íà ïðåäïîëî-

æåíèè î ïîÿâëåíèè ñîâïàäåíèé äàííûõ â ðåçóëü-

òàòå «ñëèïàíèÿ» ìàëî ðàçëè÷àþùèõñÿ ðåçóëüòà-

òîâ íàáëþäåíèé. Ìû ïðåäëàãàåì äîáàâèòü ìàëóþ

ïîïðàâêó ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñîâïàäàþùåé

ãðóïïû ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé è â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èòü âûáîðêó áåç ñîâïàäåíèé, äëÿ êîòî-

ðîé ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå ðàíãîâîé ñòàòèñòèêè.

Ðàññìîòðåâ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîïðàâîê, ïîëó-

÷àåì «îáëàêî» çíà÷åíèé ðàíãîâîé ñòàòèñòèêè.

Àíàëèç ýòîãî «îáëàêà» ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñòàòè-

ñòè÷åñêèå âûâîäû.

Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè ñâÿçàííûõ âûáîðîê.

Íå âñåãäà ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê îáú-

åìîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ïðîâåäåíî

(m + n) èçìåðåíèé îáúåìîâ ïðîäàæ â (m + n)

òîðãîâûõ òî÷êàõ, òî ýòà ìîäåëü, êàê ïðàâèëî,

àäåêâàòíà. Åñëè æå, íàïðèìåð, xi è yi — îáúåìû

ïðîäàæ îäíîãî è òîãî æå òîâàðà äî è ïîñëå îïðå-

äåëåííîãî ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ, òî ðàññìà-

òðèâàåìóþ ìîäåëü ïðèìåíÿòü íåëüçÿ (ïðè ýòîì

m = n), ïîñêîëüêó î÷åâèäíî, ÷òî àíàëèçèðóåìûå

îáúåìû ïðîäàæ îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî è íå

ñòîëüêî ðåêëàìíûì âîçäåéñòâèåì, ñêîëüêî îñî-
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áåííîñòÿìè êîíêðåòíîé òîðãîâîé òî÷êè (åå ðàñ-

ïîëîæåíèåì, ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ðàáîòû, ðåïó-

òàöèåé è ò.ä.). Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò

ìîäåëü ñâÿçàííûõ âûáîðîê. Â íåé îáû÷íî ñòðîÿò

íîâóþ âûáîðêó zi = xi – yi è èñïîëüçóþò ñòàòèñòè-

÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà îäíîé âûáîðêè, à íå äâóõ.

Ìåòîäû ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äëÿ ñâÿçàííûõ

âûáîðîê ðàññìîòðåíû â [21]. Îíè âî ìíîãîì àíà-

ëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ìåòîäàì ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðèâåäåíû îñíîâíûå íàó÷íûå

ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìåòîäîâ ïðîâåðêè îäíî-

ðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê. Îíè ïîç-

âîëÿþò ñèñòåìíî àíàëèçèðîâàòü ìíîãîîáðàçèå

òàêèõ ìåòîäîâ â öåëÿõ âûáîðà íàèáîëåå àäåêâàò-

íîãî äëÿ îáðàáîòêè êîíêðåòíûõ äàííûõ. Ïîäðîá-

íîñòè è ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðíûõ

èñòî÷íèêàõ, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ ëåãêî äî-

ñòóïíû.
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