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Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí íåîáõîäèì êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ è
ðàçâèòèÿ òåîðèè ðîñòà çåðåí è ôîðìèðîâàíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû, òàê è äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ìåðíûõ çàâèñèìîñòåé õàðàêòåðèñòèê ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ
ìàòåðèàëîâ. Ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðàì çåðåí — îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê îäíî-
ðîäíîñòè ñòðóêòóðû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàáèëüíîñòè ñâîéñòâ èçäåëèé â ïðîöåññå ýêñïëóàòà-
öèè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îäíîôàçíîé è ðàâíîîñíîé ïîëèêðèñòàëëè÷å-
ñêîé ìèêðîñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî
ïàðàìåòðîâ è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí. Ïðèâåäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû (ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, äèñïåðñèè, êîýôôèöèåíòû âàðèàöèè) è ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê çåðåííîé ìèêðîñòðóêòóðû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ ðàçìåðîâ çåðåí äëÿ èññëåäîâàííîé ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëà íàèáîëåå àäåêâàò-
íî îïèñûâàåòñÿ ã-ðàñïðåäåëåíèåì. Åãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí îäíîôàçíûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòå-
ðèàëîâ ñ ðàâíîîñíûìè çåðíàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàííîé è
äîñòîâåðíîé îöåíêè ñðåäíåãî ðàçìåðà çåðåí ìîæíî ïðèíÿòü ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå (ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå) ýôôåêòèâíûõ ðàçìåðîâ (ïðîåêöèîííûõ äèàìåòðîâ) çåðåí ñ ôóíêöèåé
ã-ðàñïðåäåëåíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðîé äîëæíû áûòü ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëåíû ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè çåðåííîé ñòðóêòóðû ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ìåòàë-
ëîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà ìèêðîñòðóêòóð ìîäåëüíûõ è ïðîìûøëåííûõ ìàòåðèàëîâ ñ ðàç-
ëè÷íîé ñòåïåíüþ íåîäíîðîäíîñòè çåðåííîé ñòðóêòóðû.
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A statistical analysis of the grain size distribution is important both for developing theories of the grain

growth and microstructure formation, and for describing the size dependences of various characteristics of

the physical and mechanical properties of polycrystalline materials. The grain size distribution is also an

important characteristic of the structure uniformity and, therefore, stability of the properties of the prod-

ucts during operation. Statistical Monte Carlo modeling of single-phase and equiaxed polycrystalline

microstructures was carried out to determine the type of statistically valid distribution function and reli-

able estimates of the average grain size. Statistical parameters (mean values, variances, variation coeffi-

cient) and distribution functions of the characteristics of the grain microstructure were obtained. It is

shown that the distribution function of the effective grain sizes for the studied polycrystal model is most

adequately described by ã-distribution, which is recommended to be used in analysis of the experimental

distribution functions of grain sizes of single-phase polycrystalline materials with equiaxed grains. The

general average (mathematical expectation) of the effective grain size (projection diameter) with ã-distri-

bution function (parameters of the distribution function are to be previously determined in analysis of the

grain structure of polycrystalline materials) should be taken as a statistically valid and reliable estimate of

the average grain size. The results of statistical modeling are proved by the experimental data of

metallographic study of the microstructures of single-phase model and industrial materials with different

degree of the grain structure heterogeneity.

Keywords: microstructure; grain size; statistical modeling; Monte Carlo method; grain size distribution.
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Ââåäåíèå

Ñðåäíèé ðàçìåð çåðíà — õàðàêòåðèñòèêà

ìèêðîñòðóêòóðû, îêàçûâàþùàÿ ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå íà ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëè-

êðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïðàêòè÷åñêèå ìåòî-

äèêè îöåíêè âåëè÷èíû çåðíà — ñòàíäàðò ASTM

E112-13 è ÃÎÑÒ 5639–82. Ñîãëàñíî èì â ðåçóëü-

òàòå ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ ïîëó÷àþò ìàññèâ çíà÷å-

íèé ïëîùàäåé ñå÷åíèé çåðåí {f} ïëîñêîñòüþ, ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îáúåì ïîëè-

êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì ñðåäíèé ðàçìåð çåðíà îïðå-

äåëÿþò êàê d f� , ãäå f — ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëî-

ùàäè ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ çåðíà.

Áîëåå îáùèé ñïîñîá âûðàæåíèÿ ðàçìåðà ïðî-

èçâîëüíîãî ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ — åãî ýôôåêòèâ-

íûé ðàçìåð èëè ïðîåêöèîííûé äèàìåòð (äèà-

ìåòð êðóãà ñ ïëîùàäüþ, ðàâíîé ïëîùàäè äâóìåð-

íîãî ñå÷åíèÿ). Îòìåòèì, ÷òî èìåííî ïëîùàäè f è

ýôôåêòèâíûå ðàçìåðû d = 4 f 
 ñå÷åíèé çåðåí

ïðîèçâîëüíîé ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëèçè-

ðîâàííûìè ïðîãðàììàìè äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî

àíàëèçà èçîáðàæåíèé (NEXSYS ImageExpert

Pro, ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå àâòîìàòè÷åñêèõ

àíàëèçàòîðîâ èçîáðàæåíèé (ÀÀÈ) «Êâàíòèìåò»,

«Ýïèêâàíò» è äð.).

Äëÿ ïðÿìîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû çåðíà

îáû÷íî èñïîëüçóþò ëèíåéíûé ìåòîä ñëó÷àéíûõ

ñåêóùèõ [1], ïðè êîòîðîì ðåçóëüòàò èçìåðåíèé —

ðàçìåðû õîðä li, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè

ñëó÷àéíîé ëèíèè (ñëó÷àéíîé ñåêóùåé) íà ïëîñ-

êîñòè øëèôà ñ ãðàíèöàìè çåðåí. Ñðåäíåå àðèô-

ìåòè÷åñêîå äëèí õîðä ïðèíèìàþò êàê îöåíêó

ñðåäíåãî ðàçìåðà çåðíà d [1, 2].

Áîëåå ñòðîãèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû çåðíà,

à òàêæå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçíî-

çåðíèñòîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ âûáî-

ðî÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (ãèñòîãðàìì)

ïî ðàçìåðàì õîðä li , íàèáîëüøèõ ïîïåðå÷íèêîâ

(äèàìåòðîâ) di ñå÷åíèé çåðåí ïëîñêîñòüþ øëèôà

è äèàìåòðîâ Di çåðåí â îáúåìå ïîëèêðèñòàëëà.

Ïîñëåäíþþ âåëè÷èíó ðàññ÷èòûâàþò ìåòîäîì ðå-

êîíñòðóêöèè [1, 3] èëè íàõîäÿò ïóòåì ïðÿìîãî

èçìåðåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ çåðåí íà

3D-ðåêîíñòðóêöèÿõ ìèêðîñòðóêòóðû, ïîëó÷åí-

íûõ ïðè îáðàáîòêå 2D-êàðòèí ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ñå÷åíèé ïîëèêðèñòàëëà [4]. Ñðåäíèé ðàçìåð çåð-

íà â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà åãî îïðåäåëåíèÿ ðàñ-

ñ÷èòûâàþò êàê âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ïî ìàññèâàì

äàííûõ {l}, {d} è {D}. Äðóãèìè ñëîâàìè, âèä ãèñ-

òîãðàìì ôàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà

ïîëó÷àåìóþ òàêèì îáðàçîì îöåíêó ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ. Ýòî æå êàñàåòñÿ è ðàçëè÷íûõ õàðàêòå-

ðèñòèê ðàçíîçåðíèñòîñòè.

Òî÷íîñòü è äîñòîâåðíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñðåä-

íåé âåëè÷èíû çåðíà ìîæíî ïîâûñèòü ïóòåì

ïåðåõîäà îò âûáîðî÷íîãî ê ãåíåðàëüíîìó ñðåäíå-

ìó çíà÷åíèþ (ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ) [5].

Äëÿ ýòîãî ïî ïîñòðîåííûì ãèñòîãðàììàì íåîá-

õîäèìî óñòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ýìïèðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí.

Îáû÷íî ýòî äåëàþò, ñðàâíèâàÿ ýìïèðè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûìè òåîðåòè-

÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

ëè÷íûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ.

Âûäåëèì íåñêîëüêî ïîäõîäîâ äëÿ íàõîæäå-

íèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

ðàçìåðàì çåðåí ïîëèêðèñòàëëà.

Îäèí èç íèõ ðàññìàòðèâàåò ñëèïàíèå (êîàãó-

ëÿöèþ) çåðåí è ôîðìèðîâàíèå çåðåííîé ñòðóêòó-

ðû ïîëèêðèñòàëëà êàê ïðîöåññ, îáðàòíûé äðîá-

ëåíèþ. Ñîîòâåòñòâåííî, äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðàì ïðîäóêòîâ äðîáëåíèÿ

áóäåò ïîäîáíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìå-

ðàì çåðåí â èñõîäíîì ìàòåðèàëå. Îñíîâûâàÿñü

íà ðàâíîâåðîÿòíîñòè ðàñïàäà ìîíîëèòà íà N ÷àñ-

òåé íåçàâèñèìî îò ðàçìåðîâ ôðàãìåíòîâ è ðÿäå

äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèé, áûë ïîëó÷åí ëîãàðèôìè-

÷åñêè íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàç-

ìåðàì ÷àñòèö äðîáëåíèÿ [6], êîòîðûé øèðîêî

ïðèìåíÿþò ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé çåðåííîãî ñòðîåíèÿ

ïîëèêðèñòàëëîâ [1].

Ïðèìåíèòåëüíî ê êîàãóëÿöèè ÷àñòèö áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äåé-

ñòâèòåëüíî õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö

ïî ðàçìåðàì, íî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî åäèíè÷-

íûå ïðîöåññû ñëèïàíèÿ èìåþò èñêëþ÷èòåëüíî

ñòîõàñòè÷åñêèé (ñëó÷àéíûé) õàðàêòåð [7, 8]. Ïî-

íÿòíî, ÷òî ðåàëüíûå ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ è

èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ çåðåí â ïîëèêðèñòàëëå èìå-

þò êîîïåðàòèâíûé õàðàêòåð è íèêàê íå ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòîõàñòè÷åñêèå [9, 10]. Ïî-

ýòîìó ïðèìåíåíèå ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìèêðîñòðóêòóð ïîëèêðèñòàë-

ëîâ ñêîëüêî-íèáóäü íàäåæíîãî îáîñíîâàíèÿ íå

èìååò [11].

Äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè (ïðè-

ìåíèòåëüíî ê ïðîöåññàì ôîðìèðîâàíèÿ ìèêðî-

ñòðóêòóðû) ðàçëè÷íûõ òåîðèé ðîñòà çåðåí è ïî-

ëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ çåðåííîé ñòðóêòóðû,

èëè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàç-

ìåðàì çåðåí ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ôîðìèðî-

âàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû êèíåòè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

[12], Ôîêêåðà – Ïëàíêà [13], Ñìîëóõîâñêîãî [14],

êîàëåñöåíöèè [15] è äð. Êàê ïðàâèëî, ýòè óðàâíå-

íèÿ àíàëèçèðóþò ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, îäíàêî

â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ ìîæíî âûÿâèòü íåêî-

òîðûå îáùèå îñîáåííîñòè:

1) âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çåðåí ïî ðàç-

ìåðàì ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðàêòè÷åñêè íå çà-
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âèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí ïîëèêðèñòàëëà îïðåäå-

ëåííîãî óíèâåðñàëüíîãî âèäà);

2) àñèìïòîòèêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

ðàçìåðàì çåðåí, ïîëó÷åííûå ïðè ñàìûõ ðàçíûõ

ïîäõîäàõ, èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü 2D- è

3D-ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëîâ ñ ïîñëåäóþùèì ñòà-

òèñòè÷åñêèì àíàëèçîì ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åííûõ

ñòðóêòóð. Ñèíòåç ìèêðîñòðóêòóð ïðîâîäÿò ðàç-

ëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èç êîòîðûõ íàèáîëüøåå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [16 –

18]. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

ìèêðîñòðóêòóð øèðîêî èñïîëüçóþò äëÿ ðàçâèòèÿ

ñòðóêòóðíî-ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ìå-

õàíèêå íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ôèçèêå

ôîðìèðîâàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî-

ëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è êîìïîçèòîâ.

Öåëü ðàáîòû — èññëåäîâàíèå îäíîðîäíîé

èçîòðîïíîé è îäíîôàçíîé ìèêðîñòðóêòóðû, ñî-

ñòîÿùåé èç âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñòàòèñòè-

÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ çåðåííîé

ñòðóêòóðû ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîëèýä-

ðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëèêðèñòàëëà ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü çåðåí ñôåðè÷åñêîé

ôîðìû [19].

Èññëåäîâàëè ïîëèêðèñòàëë, ñîäåðæàùèé 104

çåðåí ñôåðè÷åñêîé ôîðìû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Dði — äèàìåòð ïðîèçâîëüíîãî çåðíà (i = 1, 2, ...,

104), Dð — ñðåäíåå çíà÷åíèå äèàìåòðà çåðíà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçîâàëè íîðìèðîâàííûå

è, ñëåäîâàòåëüíî, áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: Di =

= Dði/Dð , D = 1.

Öèêë ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àëñÿ â ðàññå÷å-

íèè ñôåðû Di ñëó÷àéíîé ïëîñêîñòüþ AA� (ïëîñ-

êîñòü øëèôà), ïðîõîäÿùåé íà ðàññòîÿíèè hi =

= kiDi îò öåíòðà ñôåðû (÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò

|ki| � 0,5) (ðèñ. 1). Ñå÷åíèå ñôåðû ïëîñêîñòüþ

AA� îáðàçîâûâàåò îêðóæíîñòü äèàìåòðîì di .

Ôàêòè÷åñêè ýòî ìàêñèìàëüíûé âèäèìûé äèà-

ìåòð ñå÷åíèÿ. Çàòåì ÷åðåç ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè

äèàìåòðîì di ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðîâîäèëè ñå-

êóùóþ BB�, ïðîõîäÿùóþ íà ðàññòîÿíèè hij = kijdi

îò öåíòðà îêðóæíîñòè (|kij| � 0,5). Ñåêóùàÿ ïåðå-

ñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, îáðàçóÿ õîðäó

äëèíîé lij) .

Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòè

AA� è ñåêóùåé BB� äëÿ i-é ñôåðû (çåðíà) îáåñïå-

÷èâàëè çà ñ÷åò âûáîðà ñëó÷àéíûõ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ki è

kij, ãåíåðèðóåìûõ â ñåãìåíòå [–0,5, 0,5]. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçîâàëè âñòðîåííûé â ïðèêëàäíîé ïàêåò

Microsoft Excel äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

[20].

Öèêëû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâòîðÿëè äëÿ âñåõ

104 çåðåí ïîëèêðèñòàëëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëè

ìàññèâû äèàìåòðîâ ñå÷åíèé {d}, äëèí õîðä {l},

ïëîùàäåé {f} è ïåðèìåòðîâ {p} ñå÷åíèé, ïî êîòî-

ðûì îïðåäåëÿëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è äðó-

ãèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ïðèìåíåíèå

ìåòîäà ñëó÷àéíûõ ñåêóùèõ ïîçâîëèëî òàêæå îï-

ðåäåëèòü ìàññèâ çíà÷åíèé óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè

ãðàíèö çåðåí {ÓS} [1].

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàçìå-

ðîâ çåðåí (ñôåð) èñïîëüçîâàëè ä-ðàñïðåäåëåíèå

(èäåàëüíî îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà, Di = D = 1) è

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (D = 1).

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷èëè ñòàòè-

ñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû (ñðåäíèå çíà÷åíèÿ d, f , l, p,

êîýôôèöèåíòû âàðèàöèè vd, vf, vl, vp è äð.) è

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðóåìûõ õàðàêòå-

ðèñòèê ìèêðîñòðóêòóðû. Îòíîñèòåëüíûå è íå çà-

âèñÿùèå îò ðåàëüíûõ ðàçìåðîâ çåðåí âåëè÷èíû

( ,d D l d è äð.) èñïîëüçîâàëè äëÿ âåðèôèêàöèè

ðåçóëüòàòîâ ïóòåì èõ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ òåîðåòè÷å-

ñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èññëåäî-

âàíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìà-

òåðèàëîâ, ïîëó÷åííûìè ðàíåå.

Ïàðàìåòðû ìèêðîñòðóêòóðû. Â òàáëèöå

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìèêðîñòðóêòóðû äëÿ ðàçëè÷-

íûõ âèäîâ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ

äèàìåòðîâ çåðåí [21] è äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîëèýäðè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðû, ïîëó÷åííûå ñ

ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ñîñòàâëåííîé ïðîãðàììû

[22].
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Ðèñ. 1. Ñõåìû ïðîõîæäåíèé ñëó÷àéíîé ïëîñêîñòè AA�

÷åðåç ñôåðó äèàìåòðîì D
i

ñ îáðàçîâàíèåì ñå÷åíèÿ äèà-
ìåòðîì d

i
(à) è ñëó÷àéíîé ñåêóùåé BB� ÷åðåç ñå÷åíèå äèà-

ìåòðîì d
i
ñ îáðàçîâàíèåì õîðäû äëèíîé l

ij
(á)

Fig. 1. Scheme of the passage of random sections: a — pas-

sage of a random plane (section plane) AA� through a sphere

of diameter Di and formation of the section with a diame-

ter di; b — passage of a random secant BB� through the sec-

tion with a diameter di and formation of the chord with a

length lij



Âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé d = 0,778 ... 0,788, l d = 0,784 ... 0,787, l =

= 0,61 ... 0,62. Ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåòè-

÷åñêèìè îöåíêàìè, êîòîðûå äëÿ ñëó÷àÿ ä-ðàñïðå-

äåëåíèÿ îäèíàêîâûõ ïî ôîðìå èñõîäíûõ çåðåí

ñîñòàâëÿþò d D = l d = 0,785 [19, 23]. Ïðè ìî-

äåëèðîâàíèè çåðåííîé ñòðóêòóðû äëÿ ðàçëè÷íûõ

âèäîâ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì

ñôåð (ä-ðàñïðåäåëåíèå, áèìîäàëüíîå è àñèììåò-

ðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèÿ) îöåíêè îòíîñèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ äèàìåòðîâ è äëèí õîðä

ñîñòàâëÿþò d D = 0,78, l D = 0,61 è íå çàâèñÿò

îò âèäà èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [2]. Ýòî òàêæå

ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè äàííûìè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó àäåêâàòíîñòè

ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîôàç-

íîé èäåàëüíî îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû âûïîëíÿëè

íà òåìïëåòàõ èç ñïðåññîâàííîé ñâèíöîâîé äðîáè

îäíîãî ðàçìåðà. Äðîáèíêè ïîäáèðàëè òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû èõ äèàìåòðû íå ðàçëè÷àëèñü áîëåå

÷åì íà 0,01 ìì. Äðîáèíêè èãðàëè ðîëü åäèíè÷-

íûõ çåðåí, êîòîðûå ïîñëå ïðåññîâàíèÿ èìåëè

ôîðìó ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî îïðåäåëåííûé êîýôôèöèåíò âàðèà-

öèè vl ñîñòàâèë 41 %, ÷òî áëèçêî ê çíà÷åíèþ,

ïðèâåäåííîìó â òàáëèöå äëÿ ä-ðàñïðåäåëåíèÿ, è

âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè íà

îñíîâå èçìåðåíèé äëèí õîðä íà ýòàëîííûõ ñòðóê-

òóðàõ (ÃÎÑÒ 5639) [24].

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñòàòèñòè÷åñêèé

àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ

ñòðóêòóðû ïðîâîäèëè â ïðîãðàììå Statgraphics

Centurion. Ïðîâåðêó ñîãëàñèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðå-

äåëåíèÿ âûïîëíÿëè ñ ïîìîùüþ êðèòåðèåâ ñîãëà-

ñèÿ Ïèðñîíà ÷
2.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé ÷
2 ïîçâîëÿåò ïðîâå-

ðèòü ñîîòâåòñòâèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ëþáîìó

òåîðåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Âìåñòå ñ òåì íå-

îáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà

èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ, íàïðèìåð, ñ 26 äî 16 âåðî-

ÿòíîñòü ñîãëàñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ 0,06 äî 0,43,

ò.å. ïî÷òè íà ïîðÿäîê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëè-

÷åñòâî èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ, êîòîðîå àâòîìàòè-

÷åñêè ïðèíèìàåòñÿ ïðîãðàììàìè äëÿ êîëè÷å-

ñòâåííîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèé â ÀÀÈ, íå âñåãäà

îïòèìàëüíî. Ïîýòîìó òåñòèðóåìîå ðàñïðåäåëå-

íèå ïðèíèìàëè â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðîÿòíîñòü

ñîãëàñèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðå-

âûøàëà 0,05.

Â îáîáùåííîì âèäå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-

íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â

ñëó÷àå èñõîäíîãî ä-ðàñïðåäåëåíèÿ äèàìåòðîâ

ñôåð ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äëèíàì õîðä l è

äèàìåòðàì ñå÷åíèé d ïî÷òè ñî 100 %-é âåðîÿòíî-

ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîìó â-ðàñ-

ïðåäåëåíèþ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî êàê

�m n
m nx

B m n
x x, ( )

( , )
( ) ,� �

� �
1

11 1 (1)

ãäå x = l (èëè d),

B m n t t tm n( , ) ( )� �
� �

�
1

0

1

11 d —

â-ôóíêöèÿ (m > 1, n > 1).

Ïðè ä-ðàñïðåäåëåíèè íîðìèðîâàííûõ äèà-

ìåòðîâ èñõîäíûõ ñôåð çíà÷åíèÿ äëèí õîðä l è

äèàìåòðîâ ñå÷åíèé d èìåþò îãðàíè÷åííóþ îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ [0, 1], ïîýòîìó â äàííîì ñëó-

÷àå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî

âèäà íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû. Ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí ñòåïåííîãî âèäà,

ïîäîáíûå â-ðàñïðåäåëåíèþ (1), ìîæíî ïîëó÷èòü

ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà ðîñòà çåðåí ñ ó÷åòîì

äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ — êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ

ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà çåðíà [25]. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâà-

íèÿ âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàí òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäå-

ëåííûõ óñëîâèé è èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü

ïðèìåíåíèÿ.

Äëÿ èñõîäíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî íîðìèðîâàííûì äèàìåòðàì ñôåð ôóíêöèÿ
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The results of modelling the grain structure parameters of the polycrystal

Èñõîäíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Ïàðàìåòðû èñõîäíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïàðàìåòðû ìîäåëèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé

d v
d

, % f v
f
, % l v

l
, % p v

p
, %

ä-ðàñïðåäåëåíèå D = 1, v
D

= 0 % 0,778 28,7 0,51 45,6 0,61 42,2 2,44 28,7

Íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå

D = 1, v
D

= 15 % 0,785 32,2 0,54 55,1 0,616 43,8 6,15 16,7

D = 1, v
D

= 30 % 0,789 41,9 0,58 75,8 0,62 51,9 6,82 51,4

D = 1, v
D

= 40 % 0,788 50,0 0,61 91,5 0,61 60,3

Íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå [22]

D = 1, v
D

= 10 % 0,786 30,3 0,617 42,6

D = 1, v
D

= 20 % 0,786 35,0 0,618 46,3

D = 1, v
D

= 30 % 0,784 42,3 0,616 52,4



ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí õîðä l è ýôôåêòèâíûõ

ðàçìåðîâ (äèàìåòðîâ) d ñîîòâåòñòâóåò ã-ðàñïðå-

äåëåíèþ

�

	

	

	

k

k
k xx

k
x e, ( )

( )
,�

� �

�

1 (2)

ãäå x = l (èëè d),

�( )k t e tk t
�

� �

�

�
1

0

d —

ã-ôóíêöèÿ Ýéëåðà (k > 0, ë > 0).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäåëü-

íîé ïîâåðõíîñòè çåðåí ÓS îïèñûâàåòñÿ íîðìàëü-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ã-ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x

èìååò âèä: Mx = k/ë.

Ïîÿâëåíèå ã-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çå-

ðåí îáúÿñíèìî. Äåéñòâèòåëüíî, àñèìïòîòèêè

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì çåðåí èìå-

þò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð è íåîãðàíè÷åí-

íóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x � [0, �). Êðîìå òîãî,

ã-ðàñïðåäåëåíèþ áóäåò ïîä÷èíåí ëþáîé ïðîöåññ,

ÿâëÿþùèéñÿ ðåàëèçàöèåé ñîâîêóïíîñòè íåçàâè-

ñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ [26]. Ýòî âïîëíå õàðàêòåðíî äëÿ

ïðîöåññà ðîñòà çåðåí è ôîðìèðîâàíèÿ çåðåííîé

ñòðóêòóðû ïîëèêðèñòàëëà. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî

ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êîãäà ñîâîêóïíîñòü

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñòàíîâèòñÿ

î÷åíü áîëüøîé, ã-ðàñïðåäåëåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê

íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïî-âèäèìîìó, ýòî

è ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå îò ëèíåéíûõ (l, d) ê

áîëåå ñëîæíîìó ïàðàìåòðó — óäåëüíîé ïîâåðõ-

íîñòè ãðàíèö çåðåí ÓS.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ðåçóëüòà-

òîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

ýôôåêòèâíûì ðàçìåðàì çåðåí ïðîâåëè ìåòàëëî-

ãðàôè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû ìàëîóãëåðîäè-

ñòîé ñòàëè 08êï ïîñëå ðåêðèñòàëëèçàöèîííîãî

îòæèãà. Ðåæèì îòæèãà îáåñïå÷èë ñòàòèñòè÷åñêè

äîñòîâåðíóþ îäíîðîäíîñòü ñòðóêòóðû è îòñóòñò-

âèå ìåòàëëîãðàôè÷åñêîé àíèçîòðîïèè. Ïàðàìåò-

ðû çåðåííîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿëè ìåòîäîì ñëó-

÷àéíûõ ñåêóùèõ íà ìèêðîôîòîãðàôèÿõ (ðàçìåð

õîðä), ïëàíèìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì (ïëîùàäü ñå-

÷åíèé çåðåí) è ìåòîäîì ñëó÷àéíûõ ñåêóùèõ ïî

ñòàíäàðòó ASTM E122–85 (óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü

ãðàíèö çåðåí).

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãèñòîãðàììû ðàñïðå-

äåëåíèé äëèí õîðä è óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ãðà-

íèö çåðåí. Èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ ÷
2 ïîêàçàëî

ñîãëàñèå ýìïèðè÷åñêîãî è òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèé ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0,22 è

0,68 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõî-

äèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 0,05. Ýôôåêòèâíûé

ðàçìåð çåðåí òàêæå ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ äîñòî-

âåðíîñòè îïèñûâàåòñÿ ã-ðàñïðåäåëåíèåì.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè

ñîãëàñèÿ ýìïèðè÷åñêîãî è òåîðåòè÷åñêîãî íîð-

ìàëüíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàôè÷åñêèì

ìåòîäîì (ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìå-

ðåíèé óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèö çåðåí íà âå-

ðîÿòíîñòíîé áóìàãå).

Âèäíî, ÷òî äëèíû õîðä è ýôôåêòèâíûå ðàç-

ìåðû çåðåí â ïîëèýäðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ àäåê-

âàòíî ìîãóò áûòü îïèñàíû ã-ðàñïðåäåëåíèåì, à

óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ãðàíèö çåðåí — íîðìàëü-

íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññ÷èòàâ ïàðàìåò-

ðû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå âàæíîé õà-

ðàêòåðèñòèêè — ýôôåêòèâíîãî ðàçìåðà d, ìîæíî

ïî ôîðìóëå (2) ïîëó÷èòü, ïî íàøåìó ìíåíèþ,

íàèáîëåå óäîáíóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçî-

âàíèÿ îöåíêó ñðåäíåãî ðàçìåðà çåðíà èññëåäóå-

ìîãî ïîëèêðèñòàëëà.

Çàêëþ÷åíèå

Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìèêðîñòðóê-

òóðû ñîâîêóïíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö êàê ìî-

äåëè îäíîôàçíîé è ðàâíîîñíîé ïîëèýäðè÷åñêîé

ñòðóêòóðû ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîçâîëèëî ïî-

ëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû (ñðåäíèå çíà-

÷åíèÿ, äèñïåðñèè, êîýôôèöèåíòû âàðèàöèè) è

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèàìåòðîâ (ýôôåêòèâ-

íûõ ðàçìåðîâ) ñëó÷àéíûõ ñå÷åíèé çåðåí d, äëèí
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Ðèñ. 2. Ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèé äëèí õîðä (à) è
óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèö çåðåí (á) (ñïëîøíûå ëè-
íèè — òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ã-ðàñïðåäåëåíèÿ è íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî)

Fig. 2. Histograms of the distribution of the grain struc-

ture parameters: a — distribution of the chord lengths; b —

distribution of the specific surface of grain boundaries (solid

lines — theoretical curves of ã- and normal distribution)



õîðä l è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê çåðåííîé ìèêðî-

ñòðóêòóðû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ðàçìåðîâ çåðåí íàèáîëåå

àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ ã-ðàñïðåäåëåíèåì, êîòî-

ðîå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàç-

ìåðàì çåðåí îäíîôàçíûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ ñ ðàâíîîñíûìè çåðíàìè. Îáû÷íî

ïðèìåíÿåìîå ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå

èìååò äîñòàòî÷íîãî ôèçè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ è äî-

ñòîâåðíàÿ îöåíêà ñðåäíåãî ðàçìåðà çåðåí — ãåíå-

ðàëüíîå ñðåäíåå (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) ýô-

ôåêòèâíûõ ðàçìåðîâ çåðåí ñ ôóíêöèåé ã-ðàñïðå-

äåëåíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðîé äîëæíû áûòü ïðåä-

âàðèòåëüíî îïðåäåëåíû ïðè àíàëèçå çåðåííîé

ñòðóêòóðû ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè ìåòàëëîãðàôè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

ìèêðîñòðóêòóð ìîäåëüíûõ (òåìïëåòû èç ñâèíöî-

âîé äðîáè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà êàê àíàëîã îäíî-

ôàçíîé èäåàëüíî îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû) è ïðî-

ìûøëåííûõ (ìàëîóãëåðîäèñòàÿ ñòàëü 08êï)

ìàòåðèàëîâ.
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line — theoretical normal distribution curve)
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