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Ðàññìîòðåíû âåðîÿòíîñòíûå àñïåêòû ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèé ãå-

òåðîãåííûõ ñòðóêòóð. Ïðåäëîæåí êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îöåíêè âåðî-

ÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, ñî÷åòàþùèé ìåòîäû ãîìîãå-

íèçàöèè ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ìîäåëÿìè ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ñôîð-

ìóëèðîâàíà ìîäåëü îáîáùåííîé ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç ðàçíîðîäíûõ ìàòå-

ðèàëîâ è îáëàñòåé ðàçíûõ ìàñøòàáîâ, ñîäåðæàùèõ òðåùèíû è òðåùèíîïîäîáíûå äåôåê-

òû. Ñâÿçü ìàñøòàáîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé è ìíîãî-

ìàñøòàáíîãî ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ñèë. Âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíà êàê

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ âëîæåííûõ ñîáûòèé ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóð ðàç-

íûõ ìàñøòàáîâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ ðàçðóøåíèé ðàññìîòðåíû òðåùèíû è

òðåùèíîïîäîáíûå äåôåêòû, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïóàññîíîâñêèõ

àíñàìáëåé. Êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â âåðøèíàõ òðåùèí îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ Âåéáóë-

ëà. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ

ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð ñ ìíîãîóðîâíåâûìè ïðåäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ îöåíêè âåðî-

ÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ñ ó÷åòîì ðåàëüíîé ìîðôîëîãèè ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð ïðåäëîæåí

ïîäõîä íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàð-

ëî. Îñîáåííîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òðåõóðîâíåâîé ñõåìû

ðàçðóøåíèÿ ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ íà ìèêðî-, ìåçî- è ìàêðîìàñøòàáàõ. Â êà÷åñòâå

îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå ñèëû ïðîäâèæåíèÿ òðåùèí è ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ ðîñòó òðåùèí. Ðàçìåðû òðåùèí ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáîáùåííûå êîîðäèíàòû. Äëÿ

ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷à ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â çàäà÷ó óñòîé-

÷èâîñòè ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû ïîä íàãðóçêîé ïðè âàðèàöèÿõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñ

àíàëèçîì âèðòóàëüíîé ðàáîòû îáîáùåííûõ ñèë. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè âåðîÿò-

íîñòåé ðàçðóøåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòî-

äîì Ìîíòå-Êàðëî. Îòìå÷åíû ïåðñïåêòèâû ðåøåíèÿ çàäà÷ ðèñê-àíàëèçà ãåòåðîãåííûõ

ñòðóêòóð ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ ïîäõîäîâ.
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The probabilistic aspects of multiscale modeling of the fracture of heterogeneous structures are consid-

ered. An approach combining homogenization methods with phenomenological and numerical models of

fracture mechanics is proposed to solve the problems of assessing the probabilities of destruction of struc-

turally heterogeneous materials. A model of a generalized heterogeneous structure consisting of heteroge-

neous materials and regions of different scales containing cracks and crack-like defects is formulated.

Linking of scales is carried out using kinematic conditions and multiscale principle of virtual forces. The

probability of destruction is formulated as the conditional probability of successive nested fracture events

of different scales. Cracks and crack-like defects are considered the main sources of fracture. The distribu-

tion of defects is represented in the form of Poisson ensembles. Critical stresses at the tops of cracks are

described by the Weibull model. Analytical expressions for the fracture probabilities of multiscale hetero-

geneous structures with multilevel limit states are obtained. An approach based on a modified Monte

Carlo method of statistical modeling is proposed to assess the fracture probabilities taking into account

the real morphology of heterogeneous structures. A feature of the proposed method is the use of a

three-level fracture scheme with numerical solution of the problems at the micro, meso and macro scales.

The main variables are generalized forces of the crack propagation and crack growth resistance. Crack

sizes are considered generalized coordinates. To reduce the dimensionality, the problem of fracture me-

chanics is reformulated into the problem of stability of a heterogeneous structure under load with varia-

tions of generalized coordinates and analysis of the virtual work of generalized forces. Expressions for esti-

mating the fracture probabilities using a modified Monte Carlo method for multiscale heterogeneous

structures are obtained. The prospects of using the developed approaches to assess the fracture probabili-

ties and address the problems of risk analysis of heterogeneous structures are shown.

Keywords: structural heterogeneity; limit state; crack-like defects; multiscale modeling; generalized

forces; fracture probability; Monte Carlo.

Ââåäåíèå

Ïîñòîÿííî ðàñòóùèå òðåáîâàíèÿ ê êîíñòðóê-

öèÿì òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì îáåñïå÷èâàþòñÿ ñîâåð-

øåíñòâîâàíèåì ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñîçäà-

íèåì íîâûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è ïðî-

èçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåí-

íîñòü ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ôîðìèðóþòñÿ íå-

ïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ êîí-

ñòðóêöèé. Ñòðàòåãèÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè íî-

âûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóê-

öèé ñ ðàäèêàëüíî óëó÷øåííûìè ñâîéñòâàìè

ñîñòîèò â ñîçäàíèè êîìïîçèòíûõ ãåòåðîãåííûõ

ìàòåðèàëîâ è ñòðóêòóð ñ ìíîãîìàñøòàáíîé âíó-

òðåííåé èåðàðõèåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùå-

ñòâåííî óñëîæíÿåò òðàäèöèîííûé ðàñ÷åòíî-ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûé ïîäõîä ê ïðîåêòèðîâàíèþ ãåòå-

ðîãåííûõ ñòðóêòóð è äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü ðàç-

ðàáîòêè íîâûõ ïîäõîäîâ, îñíîâàííûõ íà øèðî-

êîì èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà òðåáóåò ðåøåíèÿ

ìíîãîóðîâíåâûõ, ìíîãîìàñøòàáíûõ çàäà÷ ñ íå-

òðèâèàëüíûìè ìåõàíè÷åñêèìè è âåðîÿòíîñòíû-

ìè àñïåêòàìè. Ìåõàíè÷åñêèå àñïåêòû çàêëþ÷à-

þòñÿ â íåîáõîäèìîñòè îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ äå-

ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ îäíîâðåìåííî íà

íåñêîëüêèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè è ðàçìåðîâ. Ïðè

ýòîì òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñëîæíûå ïðîöåññû ïå-

ðåðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé

è äåôîðìàöèé, ôîðìèðîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé ðàç-

ëè÷íûõ ìàñøòàáîâ è èåðàðõè÷åñêèå ïåðåõîäû

ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ â ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðå.

Âåðîÿòíîñòíûå àñïåêòû ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðî-

öåññû ðàçðóøåíèÿ ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïî

ðàçëè÷íûì êîíêóðèðóþùèì ìåõàíèçìàì, â ôîð-

ìèðîâàíèè êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò

ñëó÷àéíûå âàðèàöèè ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó ìîäåëè ðàçðóøåíèé äîëæ-

íû â ÿâíîì âèäå ñîäåðæàòü âåðîÿòíîñòíûå îïè-

ñàíèÿ òàêèõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé èåðàðõèè ìàñøòàáîâ ñòðóêòóðû è

âðåìåíè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êîí-

öåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ìíîãî-

ìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèé ãåòåðî-

ãåííûõ ñòðóêòóð, îñíîâàííûå íà ñèíòåçå ìåòîäîâ

âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè, ìåõàíèêè ðàçðóøå-

íèÿ è ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïîä ãåòåðî-

ãåííîé ñòðóêòóðîé ïîíèìàåòñÿ äåôîðìèðóåìàÿ

ñðåäà ñ ïåðèîäè÷åñêîé, ãðàäèåíòíîé èëè ñòîõàñ-

òè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ è áîëåå

ôèçè÷åñêè ðàçíîðîäíûõ êîìïîíåíò ñ âûñîêîé

ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ [1, 2]. Ê òàêèì

ñòðóêòóðàì ìîæíî îòíåñòè: êîìïîçèöèîííûå ìà-

òåðèàëû íà ìåòàëëè÷åñêîé, êåðàìè÷åñêîé è ïî-

ëèìåðíîé îñíîâå; ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû; áèìî-

äàëüíûå, ñëîèñòûå, ãàðìîíè÷åñêèå ñòðóêòóðû;

êîíñòðóêöèè èç óêàçàííûõ ìàòåðèàëîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

ê ðàçðàáîòêå ìîäåëåé è ìåòîäîâ

âåðîÿòíîñòíîãî ìíîãîìàñøòàáíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèé

Ìíîãîìàñøòàáíîå ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóð-

íî-íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ çàíèìàåò îñîáîå

ìåñòî â âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå. Èíòåíñèâíîå

ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
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íèÿ, âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ è âû÷èñëèòåëüíûõ

òåõíîëîãèé ïðèâîäèò ê ïîñòîÿííîìó ðàñøèðå-

íèþ êðóãà çàäà÷, ðåøàåìûõ ìåòîäàìè âû÷èñëè-

òåëüíîé ìåõàíèêè. Ê ÷èñëó òàêèõ çàäà÷ îòíîñÿò-

ñÿ âû÷èñëèòåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íîâûõ êîí-

ñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è îïòèìàëüíîå ïðîåê-

òèðîâàíèå êîíñòðóêöèé, èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ

äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ñëîæíûõ èåðàð-

õè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñîçäàíèå öèôðîâûõ äâîéíè-

êîâ èçäåëèé è ñèñòåì âèðòóàëüíûõ èñïûòàíèé

èçäåëèé â øòàòíûõ è àâàðèéíûõ ðåæèìàõ ýêñ-

ïëóàòàöèè è ìíîãîå äðóãîå.

Ñîçäàíèå âñå áîëåå ñëîæíûõ ñòðóêòóðíî-íå-

îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ñòàâèò íîâûå çàäà÷è

ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå

ñëîæíûì âîïðîñîì òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ îöåíêà ðîëè âíóòðåííåé ñòðóêòóðû â èíè-

öèàöèè è ðàçâèòèè ïîâðåæäåíèé ïîä äåéñòâèåì

òåõíîëîãè÷åñêèõ è ýêñïëóàòàöèîííûõ íàãðóçîê.

Íå ìåíåå ñëîæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò òðå-

ùèíîïîäîáíûõ äåôåêòîâ ñòðóêòóðû, ïðèâîäÿ-

ùèõ ê ýôôåêòàì ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè íà-

ïðÿæåíèé è èíèöèàöèè ðàçðóøåíèé. Îñîáóþ

ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç ìíîæåñòâà ñîáû-

òèé íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà.

Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ â ñîâðå-

ìåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ìíîãîìàñøòàáíîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðå-

õîäå îò êëàññè÷åñêîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ðàçðóøåíèé íà ìàêðîóðîâíå ê ìíîãî-

ìàñøòàáíîìó àíàëèçó è ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåñ-

ñîâ çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé â

ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ïîâðåæäåíèÿ

ìàòåðèàëîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâÿçàíû ñ îá-

ðàçîâàíèåì íåîäíîðîäíîñòåé â âèäå ñëàáûõ è

ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Ê ñëàáûì îòíîñÿòñÿ ðàçðûâû

ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé — äåôîðìàöèé.

Îíè âîçíèêàþò ïðè ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé â âèäå ïîëîñ ñêîëüæåíèÿ, à òàêæå íà

ãðàíèöàõ ðàçäåëà êîìïîíåíò ñ ñóùåñòâåííî ðàç-

ëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ñèëüíûå ðàçðûâû ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ñêà÷êè â ïîëå ïåðåìåùåíèé â

çîíå òðåùèí. Ìîäåëèðîâàíèå ìåõàíèêè ðàçðû-

âîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó óðàâíå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èñïîëü-

çóåìûå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷, íå ñîâìåñ-

òèìû ñ ðàçðûâàìè. Íåêîòîðûå ñìÿã÷åíèÿ ñëîæ-

íîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïåðåõîäå ê èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ.

Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ðàçðûâû íå ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ.

Íàëè÷èå ðàçðûâîâ íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåí-

íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ

ìåòîäîâ ìíîãîìàñøòàáíîé ãîìîãåíèçàöèè ê ìî-

äåëèðîâàíèþ ðàçðóøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, îñíîâ-

íûìè óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè ïðîöåäóðû ãîìî-

ãåíèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü ðàññìàòðè-

âàåìîé ñòðóêòóðû è âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

êîíöåïöèè ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìíîãî ýëå-

ìåíòà (Representative volume element, RVE),

îñíîâàííîãî íà êëàññè÷åñêîì ïðèíöèïå Õèëëà –

Ìàíäåëà [3, 4]. Ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ îáà óñëî-

âèÿ ìîãóò íàðóøàòüñÿ. Êðîìå òîãî, íàêîïëåíèå è

ðàçâèòèå ïîâðåæäåíèé â ìèêðîñòðóêòóðå ìàòå-

ðèàëà ïðèâîäÿò ê íàðóøåíèþ óñëîâèé ñòîõàñòè-

÷åñêîé îäíîðîäíîñòè RVE è íåâîçìîæíîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

[5, 6].

Íåëèíåéíîñòü ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ

èìååò ìåñòî ïðè ïîâðåæäåíèÿõ ñòðóêòóðû, ïðè-

âîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîöåññû íà ìåçîìàñøòàáå ñòà-

íîâÿòñÿ çàâèñèìûìè îò ìàêðîìàñøòàáà. Â òàêèõ

óñëîâèÿõ äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè

ìàêðîìàñøòàáà íåîáõîäèìî ñîïîñòàâëÿòü RVE íà

âñåõ íèæåëåæàùèõ ìåçîóðîâíÿõ, ÷òî ïðèâîäèò ê

òðóäîåìêîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Â âû÷èñëèòåëüíîì àñïåêòå ìîäåëèðîâàíèå

ìåõàíèêè ðàçðûâîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé,

ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ

çàäà÷, íå ñîâìåñòèìû ñ ðàçðûâàìè. Íåêîòîðûå

ñëîæíîñòè ìîæíî ñìÿã÷èòü ïðè ïåðåõîäå ê èíòåã-

ðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ.

Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ðàçðûâû íå ÿâëÿþòñÿ åñ-

òåñòâåííîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó îíè ââî-

äÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî àïðèîðíîãî

ìåõàíèçìà èëè â ôîðìå òðåùèíû êàê âíóòðåí-

íåé ãðàíèöû îáëàñòè ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì

îáúåìîì. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå ðàçðûâà

äîëæíî áûòü çàäàíî çàðàíåå â ìîäåëè ìàòåðèàëà.

Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ ðàçðûâû äîëæíû çàäàâàòüñÿ âî âðåìÿ

ãåíåðàöèè ñåòêè. Ïîìèìî ýòîãî, ìîäåëü íåîáõî-

äèìî äîïîëíèòü âíåøíèì êðèòåðèåì, îïðåäå-

ëÿþùèì óñëîâèÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçðûâà âî âðå-

ìåíè. Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà íàêëàäûâàþò

ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà àíàëèòè÷åñêèå

ìîäåëè è ìåòîäû ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ðàçðóøåíèé.

Äðóãèìè ïðîáëåìàìè ìíîãîìàñøòàáíîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è

áîëüøàÿ âàðèàòèâíîñòü ðàñ÷åòíûõ ñèòóàöèé.

Ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îï-

ðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðó, ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ñèëîâûå íàãðóçêè è

âîçäåéñòâèÿ, ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé,

õèìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ âíåøíåé ñðåäû è ïð.

ìîãóò áûòü ìíîãîïîðÿäêîâûìè. Íàáîðû ðàñ÷åò-

íûõ ñèòóàöèé, òðåáóåìûå äëÿ äîñòîâåðíîé îöåí-

êè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð â

çàäàííûõ óñëîâèÿõ, ìîãóò ñîñòàâëÿòü òûñÿ÷è è

äåñÿòêè òûñÿ÷ âàðèàíòîâ. Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ

ñëîæíîðàçðåøèìûå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óêàçàííûå îáñòîÿ-

òåëüñòâà, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî äëÿ ìíîãî-
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ìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è

ðàçðóøåíèÿ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð íåîáõîäèì

êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä, ñî÷åòàþùèé ìåòîäû

ãîìîãåíèçàöèè ñî ñïåöèàëüíûì ìåëêîìàñøòàá-

íûì ìîäåëèðîâàíèåì îòäåëüíûõ âûñîêîíàãðó-

æåííûõ îáëàñòåé ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð c èñ-

ïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëü-

ñêîãî îáúåìíîãî ýëåìåíòà. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà è

ïðîöåññû ïîâðåæäåíèÿ íà ìèêðîóðîâíå ñëåäóåò

ðàññìàòðèâàòü ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ãîìîãåíè-

çàöèè, à ïîâðåæäåíèÿ íà ìåçî- è ìàêðîóðîâíå —

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ. Äëÿ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è â òà-

êîì êîìáèíèðîâàííîì ïîäõîäå ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ïàðàìåòðû êî-

òîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ìíîãîìàñøòàá-

íîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ìîäåëü ìíîãîìàñøòàáíîé

ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå ïðåäñòà-

âèì ìíîãîìàñøòàáíóþ ãåòåðîãåííóþ ñòðóêòóðó

êàê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îáëàñòü Ù × t,

t � T, ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîäîáëàñòÿìè Ùi,

i = 1, N, òàêèìè, ÷òî Ù1 � Ù2 � ... � ÙN (ðèñ. 1, à).

Ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðåìåííîé, îòðàæà-

þùåé ôàêò èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé, ñòðóêòóðû è

ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âî âðåìåíè. Êàæäàÿ èç

óêàçàííûõ ïîäîáëàñòåé èìååò õàðàêòåðíûé ìàñ-

øòàá ñòðóêòóðû M òàêîé, ÷òî M1 � ... � Mi �

... � Mn. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñâÿçü ìàñøòà-

áîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì [7]: ïðèí-

öèïà êèíåìàòè÷åñêîé äîïóñòèìîñòè, ïîëàãàþùå-

ãî, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ðàññìàòðè-

âàåìûõ ìàñøòàáîâ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè âåëè-

÷èíàìè; ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé äóàëüíîñòè,

óñòàíàâëèâàþùåãî, ÷òî îáîáùåííûå ñèëû è íà-

ïðÿæåíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûõ ìàñøòàáàõ îïðå-

äåëÿþòñÿ â äóàëüíîñòè ñ êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðå-

ìåííûìè íà ýòèõ ìàñøòàáàõ; ìíîãîìàñøòàáíîãî

ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ñèë, îïðåäåëÿþùåãî óñ-

ëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ëîêàëüíûõ îáúåìîâ ñ ó÷åòîì

íàëè÷èÿ òðåùèí.

Ãðàíèöû ÃÙ êàæäîé ïîäîáëàñòè Ùi âêëþ÷àþò

÷àñòè Ãu è Ãt, íà êîòîðûõ çàäàíû ñîîòâåòñòâó-

þùèå ãðàíè÷íûå óñèëèÿ è ïåðåìåùåíèÿ. Ïîëà-

ãàåì, ÷òî êàæäàÿ ïîäîáëàñòü ìîæåò ñîäåðæàòü

òðåùèíû è òðåùèíîïîäîáíûå äåôåêòû ðàç-

ëè÷íûõ òèïîâ, ðàçìåðîâ è ïðîñòðàíñòâåííîé

îðèåíòàöèè.

Ñîñòîÿíèå ñòðóêòóðû íà êàæäîì ìàñøòàáå

ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòàìè ïåðåìåùå-

íèé u(r), íàïðÿæåíèé óij(r) è äåôîðìàöèé åij(r),

ãäå r — âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò,

r � Ù. Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé

íà êàæäîì ìàñøòàáå ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè ñî-

ñòîÿíèÿ óij = Cijklåkl, ãäå Cijkl — òåíçîð ìîäóëåé

óïðóãîñòè. Ñðåäíèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è

äåôîðìàöèé äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè Ùi ìîæíî

íàéòè èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

óij, j + bi = 0 â Ù,

åij = �
sui â Ù,

ui = u
i

íà Ãu,

óijnj = ti íà Ãt (1)

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì ãîìîãåíèçàöèè

� �
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V
V
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1
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Ðèñ. 1. Ñõåìû ìíîãîìàñøòàáíîé ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû (à) è ñîáûòèé ðàçðóøåíèÿ (á)

Fig. 1. Schemes of multiscale heterogeneous structure (a) and destruction events (b)



Ëîêàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è äå-

ôîðìàöèé íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ òåëà ñ òðåùèíàìè:

óij, j + bi = 0 â Ù,

åij = �
sui â Ù,

ui = u
i

íà Ãu,

óijnj = ti íà Ãt,

–nióijnj = pnn íà Ãc,

–sióijnj = psn íà Ãc, (4)

ãäå bi — âíåøíèå ñèëû; �s — ñèììåòðè÷íûé ãðà-

äèåíò; pnn, psn — ëîêàëüíûå óñèëèÿ íà ïîâåðõíî-

ñòè Ãc òðåùèí; ti, ui
— ãðàíè÷íûå ñèëû è ïåðåìå-

ùåíèÿ; ni, si — åäèíè÷íûå âåêòîðû.

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçðóøåíèå ìíîãîìàñøòàá-

íîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ù, õàðàêòåðèçóå-

ìîå óðàâíåíèÿìè (1) – (4), çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé F1 � F2 � ... � Fi � ...

... � Fn, òàê ÷òî Fn = �Fi (ðèñ. 1, á). Êàæäîå èç

ýòèõ ñîáûòèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè

óñëîâèÿìè ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Ôi íà ðàññìà-

òðèâàåìûõ ìàñøòàáàõ Mi è ti ñ çàäàííûìè êðèòå-

ðèÿìè ðàçðóøåíèÿ Cf :

Ôi(t) = {Mi, t|óij, åij, Cf} = 0. (5)

Ìíîãîìàñøòàáíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ

ìîäåëü ðàçðóøåíèé

Äëÿ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ìíîãîìàñøòàáíîé

èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ù âåðîÿòíîñòü ðàçðó-

øåíèÿ Pf(Ù) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê óñëîâ-

íóþ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

âëîæåííûõ ñîáûòèé ðàçðóøåíèÿ F1 � F2 � ... �

� Fi � ... � Fn:
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(6)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) òðåáóþòñÿ äîïîë-

íèòåëüíûå äîïóùåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âèä ñîáû-

òèé Fi. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ïîëàãàåòñÿ, ÷òî

îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ðàçðóøåíèé ÿâëÿþòñÿ òðå-

ùèíû è òðåùèíîïîäîáíûå äåôåêòû. Ïðèíèìàåò-

ñÿ, ÷òî ýòè äåôåêòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàòè-

ñòè÷åñêèå àíñàìáëè — ìàññèâû äåôåêòîâ ñëó÷àé-

íûõ ðàçìåðîâ ìàñøòàáà Mi è ñëó÷àéíîé îðèåíòà-

öèè â ëþáîé çàäàííîé îáëàñòè Ùi. Ñ ó÷åòîì ñòà-

òèñòè÷åñêèõ äàííûõ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ

[8] âïîëíå îáîñíîâàííî ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî óêà-

çàííûå ñòàòèñòè÷åñêèå àíñàìáëè ÿâëÿþòñÿ ïóàñ-

ñîíîâñêèìè:

P(k, Ù) =
(

k

k !
exp{– Ë}. (7)

Â îáùåì ñëó÷àå Ë = Ù × ì, ãäå Ë — ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà äåôåêòîâ, ì — ïëîò-

íîñòü ÷èñëà äåôåêòîâ â åäèíèöå îáúåìà.

Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèé

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, âïîëíå ñïðàâåäëèâî ïîëà-

ãàòü, ÷òî äåôåêòû îáðàçóþòñÿ è àêòèâèðóþòñÿ

ïðè ñëó÷àéíûõ óðîâíÿõ íàïðÿæåíèé ó(r, t), r � Ù,

t � T, à ñàìî ðàçðóøåíèå ñâÿçàíî ñ äîñòèæåíèåì

îäíèì èëè íåñêîëüêèìè äåôåêòàìè íåêîòîðûõ

êðèòè÷åñêèõ ðàçìåðîâ a{ó(r, t)} = ac [9]. Ñ ó÷åòîì

ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ïðèìåì äîïóùåíèå, ÷òî

êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â âåðøèíå òðåùèíû

îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ Âåéáóëëà. Ïðè ýòèõ äîïó-

ùåíèÿõ ïëîòíîñòü ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ äåôåêòîâ

ìc ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïëîòíîñòüþ äåôåêòîâ âñåõ

ðàçìåðîâ ì è óðîâíåì íàïðÿæåíèé ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèåì:

) �

� �

)

�

�

� �
c

th

u

m

th

r t

r t
r t

( )

, ( , )

( , )
, ( , ) ,

�

�

�

�






�

�

�
�

*

 

!

0

"

#

"

(8)

ãäå m, óu — ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè

Âåéáóëëà; óth — íàïðÿæåíèÿ, ïðè äîñòèæåíèè

êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ çàðîäûøè òðåùèí.

Ó÷èòûâàÿ (7) è (8), âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ

Pi íà ëþáîì èåðàðõè÷åñêîì óðîâíå Ùi çàïèøåì

êàê âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ â ñòðóêòóðå Mi õîòÿ áû

îäíîé òðåùèíû êðèòè÷åñêèõ ðàçìåðîâ:

Pi(k � 1, Ùi) = 1 – P(k = 0, Ùi) =

= 1 – exp ( ) .	

 

!

"

#
"

$

%

"

&
"

�
) �c i

i

d�

�

(9)

Âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ äëÿ ìíîãîìàñøòàáíîé

ñòðóêòóðû M × T áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

P M T P
f i

M T

( , ) .

( , )

� 	

�

'1

�

(10)

Â îáùåì ñëó÷àå ââåäåííàÿ âûøå ïëîòíîñòü

êðèòè÷åñêèõ äåôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé âðåìåíè ìc(r, t). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ýëåìåí-

òàðíóþ âåðîÿòíîñòü Pi ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

P P r t
r t

t
M t

i

c
� � 	

�

�

 

!

#

$

%

&

( , ) exp
( , )

.
)

d d (11)

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâêè (11) â ôîð-

ìóëó (10) ñ ó÷åòîì (9) è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
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÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíîé

ñòðóêòóðû:

P M T
x t

t
M t

f

c

M TM

( , ) exp
( , )

( , )

� 	 	

�

�

 

!

"

#
"

$

%

"

&
"�

�

��
1

)

d d

�
�

' . (12)

Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå è

âíóòðåííèå äåôåêòû èìåþò ðàçíûå îïàñíîñòè ñ

òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ïîýòîìó

âìåñòî ïëîòíîñòè ìc(x, t) ìîæíî çàïèñàòü äâå êîì-

ïîíåíòû: îáúåìíóþ ) c
V è ïîâåðõíîñòíóþ ) c

S .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âìåñòî (9) ïîëó÷èì

P M T
f
( , ) � 	1

	 	

�

�

	

�

�

 

!

"

#
"

$

�� ��
exp

( , ) ( , )) )c
V

TV

c
S

TS

x t

t
V t

x t

t
S td d d d %

"

&
"�

'

M �

. (13)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåííûõ

âûøå ñîîòíîøåíèÿõ ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû

ì, m, óu, óth îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî ìàñøòàá-

íîãî óðîâíÿ. Ïîýòîìó ïëîòíîñòè ìc, ) c
V è ) c

S

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè êîíêðåòíîãî ìàñ-

øòàáíîãî óðîâíÿ.

Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé ðàçðóøåíèÿ ïî ôîðìóëàì (12) è (13) ÿâëÿåò-

ñÿ ïëîòíîñòü äåôåêòîâ êðèòè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (8).

Îíà ñîäåðæèò ÷åòûðå íåîïðåäåëåííûå êîì-

ïîíåíòû: ïëîòíîñòü òðåùèíîïîäîáíûõ äåôåêòîâ

è òðåùèí ì, íàïðÿæåíèÿ ó(r, t) è ñòàòèñòè÷åñêèå

ïàðàìåòðû m è óu. Îöåíêó ïàðàìåòðà ì ìîæíî

ïîëó÷èòü ïî ðåçóëüòàòàì íåðàçðóøàþùåãî êîí-

òðîëÿ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð. Îñîáûå âîçìîæíî-

ñòè â äàííîì íàïðàâëåíèè äàåò àêóñòèêî-ýìèññè-

îííûé êîíòðîëü [10, 11]. Ïàðàìåòðû m è óu íàõî-

äÿò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïî ðåçóëüòàòàì ñòàòèñòè-

÷åñêèõ èñïûòàíèé îáðàçöîâ ãåòåðîãåííûõ ñòðóê-

òóð ðàçíûõ ìàñøòàáîâ. Íàïðÿæåíèÿ ó(r, t) â

îáëàñòè òðåùèíû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî

ïîëó÷èòü òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå ïðîèçâîëüíóþ ïðîñòðàíñòâåí-

íóþ îðèåíòàöèþ òðåùèí, ìíîæåñòâî èõ ôîðì è

ðàçìåðîâ, ñëîæíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóêòóð

ðàçíûõ ìàñøòàáîâ, à òàêæå âîçìîæíîñòü âçàèìî-

äåéñòâèÿ òðåùèí, äàííóþ çàäà÷ó ðåøèòü êðàéíå

ñëîæíî [12]. Áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè

ðåçóëüòàòà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ïðîñòîé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîãî íàïðÿæå-

íèÿ, êîòîðîå äåéñòâóåò â ðàññìàòðèâàåìîì îáú-

åìå ìàòåðèàëà Ùi, ó(r, t) = max ( ).
�

i

t�

Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ìíîãîìàñøòàáíàÿ âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü òðåáóåò îïðåäåëåííîé êîð-

ðåêòèðîâêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ íà

ìàêðîóðîâíå. Äëÿ ìàêðîìàñøòàáà îñòàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâîé ãèïîòåçà ïóàññîíîâñêèõ àíñàìáëåé äå-

ôåêòîâ è òðåùèí [8]. Â òî æå âðåìÿ ðàçðóøàþ-

ùèå íàïðÿæåíèÿ îöåíèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñèëîâûõ, äåôîðìàöèîííûõ èëè ýíåðãåòè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [9]. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî ïàðàìåòð ìc(r, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëå-

äóþùåì âèäå:

) )

+

c

i

u

K t
K t

K
( , )

( )
,�

�

�






�

�

�
�

i = 1, 2, 3 (14)

èëè

) )

+

c

u

J t
J t

J
( , )

( )
,�

�

�






�

�

�
�

(15)

ãäå Ki — êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-

æåíèé â âåðøèíå òðåùèíû; J — èíòåãðàë ×å-

ðåïàíîâà – Ðàéñà; Ku, Ju, â — ñòàòèñòè÷åñêèå

ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé òðåùèíîñòîéêîñòè

ãîìîãåíèçèðîâàííîãî ìàòåðèàëà ãåòåðîãåííîé

ñòðóêòóðû.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷ (12) è (13) ñ ó÷å-

òîì (14) è (15) ìîæíî ïîëó÷àòü îáîáùåííûå

îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ìíîãîìàñøòàá-

íûõ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð.

Âåðîÿòíîñòíîå ìíîãîìàñøòàáíîå

ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

Èçëîæåííûé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü

ðåàëüíóþ ìîðôîëîãèþ ìíîãîìàñøòàáíîé ñòðóê-

òóðû ìàòåðèàëà, ðàñïîëîæåíèå è ôîðìó òðåùè-

íîïîäîáíûõ äåôåêòîâ, ñëîæíîå íåëèíåéíîå ïîâå-

äåíèå ìàòåðèàëà, êèíåìàòè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè

ðàçíûõ ìàñøòàáîâ è ðÿä äðóãèõ îñîáåííîñòåé ðå-

àëüíûõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé

ðàçðóøåíèÿ ñ ó÷åòîì îòìå÷åííûõ ôàêòîðîâ íåîá-

õîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîãî

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìíîãî-

ìàñøòàáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ [13, 14].

Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè óêàçàííûõ ìåòî-

äîâ, îòìåòèì, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì èõ

ïðèìåíåíèÿ ê ìíîãîìàñøòàáíûì ãåòåðîãåííûì

ñòðóêòóðàì ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü êîíå÷-

íî-ýëåìåíòíîé çàäà÷è è íåîáõîäèìîñòü åå N-

êðàòíîãî ðåøåíèÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêè èçìåíÿþùè-

ìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ëèòåðàòóð-

íûõ èñòî÷íèêàõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äâóõ-

óðîâíåâûå ìîäåëè ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð — ñ

ìèêðî- è ìàêðîìàñøòàáàìè. Ïðåäïî÷òèòåëüíû,

íî è áîëåå òðóäîåìêè — òðåõóðîâíåâûå çàäà÷è ñ

àíàëèçîì ìèêðî-, ìåçî- è ìàêðîìàñøòàáîâ ñòðóê-

òóðû (ðèñ. 2).

Óêàæåì íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ãåòåðî-

ãåííûõ ñòðóêòóð íà îñíîâå òðåõóðîâíåâîé ìîäå-
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ëè. Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ â òàêîé ìîäåëè ñî ñòàòèñòè÷å-

ñêèìè àíñàìáëÿìè òðåùèí íåèçáåæíî ñîïðÿæåíî

ñ ðåøåíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ î÷åíü áîëü-

øîé ðàçìåðíîñòè. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ñíèæå-

íèÿ ðàçìåðíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðåõîä ê íåëî-

êàëüíûì êðèòåðèÿì ðàçðóøåíèÿ, îñíîâàííûì íà

âàðèàöèîííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ [9]. Ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëå-

íèÿ [15] ñíèìàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà äî-

ïóñòèìûå ìåõàíèçìû ðîñòà òðåùèí, ñóùåñòâåí-

íî ðàñøèðÿÿ êðóã ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè

ðàçðóøåíèÿ. Îñîáåííîñòü òàêèõ çàäà÷ çàêëþ÷à-

åòñÿ â òîì, ÷òî â íèõ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ óñ-

òîé÷èâîñòè òðåùèí ïîä íàãðóçêîé, à íå óñëîâèÿ

ðàçðóøåíèÿ (äîñòèæåíèÿ òðåùèíàìè êðèòè÷å-

ñêèõ ðàçìåðîâ). Îäíàêî â êîíòåêñòå âåðîÿòíîñò-

íîãî àíàëèçà ýòî íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó

îòëè÷èþ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçëîæåííîå, â êà÷å-

ñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå

ïðèìåíÿòü îáîáùåííûå ñèëû ïðîäâèæåíèÿ òðå-

ùèí G è ñîïðîòèâëåíèÿ ðàçâèòèþ òðåùèí Gc, à

òàêæå ðåçóëüòèðóþùèå îáîáùåííûå ñèëû
~
G =

= G – Gc. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò öå-

ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ðàçìåðû òðåùèí l =

= {lj, j = 1, m}. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàäà÷ó ðàçðóøå-

íèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â çàäà÷ó óñòîé÷è-

âîñòè ñòðóêòóð Mi ïðè âàðèàöèÿõ îáîáùåííûõ

êîîðäèíàò l ñ àíàëèçîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

âèðòóàëüíîé ðàáîòû

, , ,
2 0A

G

l l
l l

i

i j

i j

ji

�

�

� �

*
-..

~

. (16)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ

ðîñòó òðåùèí íà êàæäîì ìàñøòàáíîì óðîâíå â

äàííîé ñõåìå îïðåäåëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà ãîìîãåíèçàöèè:

G Gc

i

ci

i

�
�

1

�

�

�

d . (17)

Äëÿ ñíèæåíèÿ ÷èñëà ðåàëèçàöèé ìîäåëè â

ïðîöåäóðå ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé íàèáîëåå

ïåðñïåêòèâíûì ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäèôèöèðîâàí-

íûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ñ âûáîðêîé ïî âàæíîñòè,

øèðîêî èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåî-

ðèè íàäåæíîñòè [16]. Ýòîò ìåòîä äàåò áîëåå ÷àñ-

òûå âûáîðêè èç îáëàñòè, ãäå íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü

âûáîðêè âàæíîñòè h(á) äëÿ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåí-

íûõ á äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Ñ ó÷å-

òîì ýòîãî ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòåé

ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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Fig. 2. Three-level scheme of fracture simulation



Óêàæåì åùå îäíî ýôôåêòèâíîå íàïðàâëåíèå

óìåíüøåíèÿ ÷èñëà èñïûòàíèé. Ïîñêîëüêó â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü

ðàçðóøåíèé F ðàçäåëåíà íà ïîäîáëàñòè Fi, äëÿ

ñíèæåíèÿ ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé N ÷èñ-

ëåííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü èäåè ìåòîäà ìàðêîâñêèõ öåïåé Ìîí-

òå-Êàðëî [17]. Ñ ó÷åòîì ýòîãî è ôîðìóëû (18) äëÿ

çàäà÷è ðàçðóøåíèÿ ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû ñ

ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé

îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ìíîãîìàñøòàáíîãî ðàçðó-
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Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ýòîé îñíîâå

çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðà-

ìåòðîâ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé —

ñðåäíèõ çíà÷åíèé � ij , � ij , ñðåäíèõ êâàäðàòè÷å-

ñêèõ îòêëîíåíèé ~ ,� ij
~ ,�ij

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé f(óij), f(åij) äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìàñøòàáîâ Mi � Ù è ti � T ïðè çàäàííûõ âàðèà-

öèÿõ íàãðóçîê, ðàçìåðîâ è ÷èñëà äåôåêòîâ, à òàê-

æå õàðàêòåðèñòèê ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî êàæäûé ñòðóêòóðíûé ìàñøòàá ìîæåò

ñîäåðæàòü ïóàññîíîâñêèå àíñàìáëè òðåùèí è

òðåùèíîïîäîáíûõ äåôåêòîâ ñî ñëó÷àéíûìè ðàç-

ìåðàìè l = {li, i = 1, n} èç äîïóñòèìîãî ìíîæå-

ñòâà ðàçìåðîâ L = [Lmin, Lmax]. Äàëåå îïðåäåëÿþò

îáîáùåííûå ñèëû G è Gc è ïðîâîäÿò ïðîâåðêó

óñëîâèÿ (16). Åñëè óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íå âû-

ïîëíÿåòñÿ, òî èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ â ôîðìóëå

(19) óâåëè÷èâàþò íà åäèíèöó.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è âêëþ÷àåò ñëåäó-

þùèå ýòàïû:

1) îïðåäåëåíèå íàáîðà ñëó÷àéíûõ è äåòåðìè-

íèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ á;

2) çàäàíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ f(á);

3) ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ â

ñòàíäàðòèçèðîâàííûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-

íûå ïåðåìåííûå;

4) ñîçäàíèå íàáîðà ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë;

5) ïîëó÷åíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ íàáîðà ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ;

6) çàäàíèå ïëîòíîñòåé âûáîðêè âàæíîñòè

h(á);

7) îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ñèë G è Gc, ïðî-

âåðêà óñëîâèÿ (16);

8) N-êðàòíîå ïîâòîðåíèå ïï. 4 – 7;

9) îöåíêà âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ïî ôîð-

ìóëå (19).

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå ìå-

òîäû âåðîÿòíîñòíîãî ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê îòäåëüíûì èåðàðõè÷åñêèì

óðîâíÿì, òàê è ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðå â öåëîì

(ðèñ. 3). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî äàæå

ïðè âûñîêèõ âåðîÿòíîñòÿõ ðàçðóøåíèé íà ìèê-

ðîóðîâíå äëÿ ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû â öåëîì

ìîæåò èìåòü ìåñòî îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ âåðîÿò-

íîñòü ðàçðóøåíèÿ çà ñ÷åò «çàïàñîâ æèâó÷åñòè»

ñòðóêòóðû.
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Fig. 3. Conditional functions of the fracture probability of

a multiscale structure
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøå-

íèÿ ìíîãîìàñøòàáíîé ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû (1 — ìèê-

ðîìàñøòàá; 2 — ìåçîìàñøòàá; 3 — ìàêðîìàñøòàá)

Fig. 4. The probability distribution functions of the frac-

ture of a multiscale heterogeneous structure (1 — micro-

scale; 2 — mesoscale; 3 — macroscale)



Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâ-

ëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøå-

íèÿ ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû (ñ èñïîëüçîâàíèåì

òðåõóðîâíåâîé ìîäåëè) ïî ôîðìóëå (12) ñ ó÷åòîì

(8). Ðàñ÷åò âûïîëíåí ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ: ïëîòíîñòè ÷èñëà òðåùèí ì1 = 10,

ì2 = 5, ì3 = 1; ïàðàìåòðû ìîäåëè Âåéáóëëà ó1u =

= 1100 ÌÏà, ó2u = 850 ÌÏà, ó3u = 640 ÌÏà, m =

= 5.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå àñïåêòû ïðîáëåìû

ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèé

êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé êàê

ìíîãîìàñøòàáíûõ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð. Ñôîð-

ìóëèðîâàí êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ

çàäà÷ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé èåðàðõè÷åñêîãî ìíî-

ãîìàñøòàáíîãî ðàçðóøåíèÿ, ñî÷åòàþùèé ìåòîäû

ãîìîãåíèçàöèè ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè è ÷èñ-

ëåííûìè ìîäåëÿìè ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ïðåä-

ëîæåíà ìîäåëü îáîáùåííîé ãåòåðîãåííîé ñòðóê-

òóðû, ñîñòîÿùåé èç ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ è

îáëàñòåé ðàçíûõ ìàñøòàáîâ, ñîäåðæàùèõ òðåùè-

íîïîäîáíûå äåôåêòû. Âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ

ñôîðìóëèðîâàíà êàê óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ âëîæåííûõ ñîáûòèé ðàçðóøå-

íèÿ ñòðóêòóð ðàçíûõ ìàñøòàáîâ.

Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âå-

ðîÿòíîñòåé ðàçðóøåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ ãåòå-

ðîãåííûõ ñòðóêòóð ñ ìíîãîóðîâíåâûìè ïðåäåëü-

íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé

ðàçðóøåíèÿ ñ ó÷åòîì ðåàëüíîé ìîðôîëîãèè ãåòå-

ðîãåííûõ ñòðóêòóð ïðåäëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå

ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ

ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò îáîáùåííûå ñèëû ïðî-

äâèæåíèÿ òðåùèí è ñîïðîòèâëåíèÿ ðîñòó òðå-

ùèí. Ðàçìåðû òðåùèí ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

îáîáùåííûå êîîðäèíàòû. Äëÿ ñíèæåíèÿ ðàçìåð-

íîñòè çàäà÷à âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè ðàçðó-

øåíèÿ ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â çàäà÷ó óñòîé÷è-

âîñòè ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû ïîä íàãðóçêîé ïðè

âàðèàöèÿõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñ àíàëèçîì

âèðòóàëüíîé ðàáîòû îáîáùåííûõ ñèë. Ïîëó÷åíû

âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðàçðóøå-

íèÿ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

äëÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð.

Ðàçâèòèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ìîæåò ñëó-

æèòü îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ çàäà÷

ðèñê-àíàëèçà ãåòåðîãåííûõ ñòðóêòóð, âêëþ÷àÿ

êàê ïðÿìûå çàäà÷è îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðàçðó-

øåíèÿ ïðè çàäàííûõ íàãðóçêàõ è ñâîéñòâàõ ìà-

òåðèàëîâ, òàê è îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

ñòðóêòóðû ãåòåðîãåííûõ ìàòåðèàëîâ ñ âûáîðîì

òàêèõ ìèêðî-, ìåçî- è ìàêðîñòðóêòóð, êîòîðûå

äàþò íàèìåíüøèå âåðîÿòíîñòè ðàçðóøåíèé.
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