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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 26 äåêàáðÿ 2014 ã.

Ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè èíòåðâàëüíîé íåîï-

ðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ ïðåäëîæåííîé ïîñòàíîâêè èññëåäîâàíà è ðåøåíà çàäà-

÷à ïðîãíîçà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïðè íàëè÷èè èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ óñëî-

âèÿõ, îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ãàðàíòèðóþùèõ òðåáóåìóþ òî÷íîñòü åå

ðåøåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ìíîæå-

ñòâà è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì åãî ïîëó÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå; èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü.

Îäíà èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ — ïåðå-

âîä ñèñòåìû â çàäàííîå ñîñòîÿíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ

íåêîòîðûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ

îïèñàíèÿ îáúåêòà øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ

· ,x x b� �A u (1)

ãäå x 9 Rn — âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ; u 9 R1 —

óïðàâëåíèå; A 9 Rn × n — ìàòðèöà ñîñòîÿíèÿ.

Îáû÷íî ìàòðèöà A â óðàâíåíèè (1) èìååò ïðîèç-

âîëüíûé âèä. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

óïðàâëåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíû åå ñïåöèàëüíûå ôîðìû

(äèàãîíàëüíàÿ, ñîïðîâîæäàþùàÿ, òðåóãîëüíàÿ, æîðäà-

íîâà è ò.ä.), ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ñèíòå-

çà óïðàâëåíèÿ è óíèôèöèðîâàòü ïðåäëàãàåìûå àëãî-

ðèòìû. Âîïðîñû ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êî-

òîðûå èçìåíÿþò âèä ìàòðèöû ñèñòåìû, íî îñòàâëÿþò

íåèçìåííûìè ñâîéñòâà ðåøåíèé, äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íî èç-

âåñòíîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà è ïðè íàëè÷èè èíòåðâàëü-

íîé íåîïðåäåëåííîñòè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñîîò-

âåòñòâåííî â ðàáîòàõ [1] è [2]. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì

íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò ïðè íàëè-

÷èè òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïàðàìåòðîâ çà-

äà÷è. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü

òî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò èññëåäóåìîé ñèñ-

òåìû. Íåïîëíîòà äàííûõ î ñèñòåìå ïðèâîäèò ê çàäà-

÷àì óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ïðè

ðåøåíèè êîòîðûõ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé îò íåòî÷íûõ äàííûõ, âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå

îïåðàöèè ñ íåòî÷íûìè äàííûìè è ò.ï. Ðåçóëüòàò ýòèõ

îïåðàöèé çàâèñèò îò ïðèíÿòîé ìîäåëè îïèñàíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûäåëÿþò ÷åòûðå îñíîâíûå

ìîäåëè îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè [3]: âåðîÿòíîñò-

íóþ; ñòàòèñòè÷åñêóþ; íå÷åòêóþ; èíòåðâàëüíóþ.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî íåòî÷íûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè. Èñ÷åðïûâàþùèì îïèñàíèåì íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ åå çàêîí ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè).

Íà ïðàêòèêå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî èñ-

ïîëüçîâàíèå íîðìàëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòè. Ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì çàêîíå ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû — îäíà èç îñíîâíûõ

ïðåäïîñûëîê ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåãðåññèîííîãî àíà-

ëèçà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè îáúåêòà.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà ìî-

äåëü îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì âûáîðî÷-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ

ïîìåõ è îøèáîê.

Íå÷åòêàÿ ìîäåëü èçíà÷àëüíî ðàçðàáàòûâàëàñü

äëÿ ôîðìàëèçàöèè äåéñòâèé îïåðàòîðà ïðè ðó÷íîì

óïðàâëåíèè îáúåêòîì â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Â îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà ëåæàò ïîíÿòèÿ íå÷åòêîãî

ìíîæåñòâà è ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè.

Èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü â ñâîåé îñíîâå èìååò ïðåä-

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ âíóòðè èíòåðâàëà

[a] ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè. Îíà øèðîêî ïðèìå-

íÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ìåòðîëîãèè, ãäå íåîïðåäåëåí-

íîñòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé a îïèñûâàåòñÿ ñâîèìè

íèæíåé (a–) è âåðõíåé (a+) ãðàíèöàìè: [a] 9 [a–; a+].
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Êàæäàÿ èç ïðèâåäåííûõ ìîäåëåé èìååò ñâîè îá-

ëàñòè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå

õàðàêòåðîì èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè îá îáúåêòå, àäåê-

âàòíûì ó÷åòîì óñëîâèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû è

ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ

â óñëîâèÿõ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè. Ïåðåä

íåïîñðåäñòâåííûì ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà îñíîâíûõ ìîìåíòàõ, ñâÿçàí-

íûõ ñ èíòåðâàëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå íåîïðåäåëåí-

íîñòü ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòû a çàäàåòñÿ â âèäå èí-

òåðâàëà [a] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé [a] = [a: a–
� a � a+],

ãäå a– è a+ — èçâåñòíûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû,

ïðè÷åì â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà íà èí-

òåðâàëå [a] íå çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà â èíòåðâàëå — ðàâíîâîçìîæíûå.

Â äàëüíåéøåì â ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïà-

ðàò èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [3], êîòîðûé â îòëè÷èå îò

èíòåðâàëüíîé êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêè [4, 5] ïîçâî-

ëÿåò îïåðèðîâàòü ñ èìåíàìè ïåðåìåííûõ, à íå òîëüêî

ñ èõ çíà÷åíèÿìè, îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå äèñòðèáó-

òèâíîãî çàêîíà è íàëè÷èå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Òàê,

åñëè äàíû äâà èíòåðâàëà [a] = [a–; a+] è [b ] = [b–; b+] è

óñëîâíûé çíàê # îáîçíà÷àåò ëþáóþ àðèôìåòè÷åñêóþ

îïåðàöèþ íàä íèìè òèïà +, –, ×, �, òî ðåçóëüòàòîì îïå-

ðàöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë [z], ãðàíèöû êîòîðîãî íàõî-

äÿòñÿ êàê ðåøåíèå äâóõ çàäà÷ íà ìèíèìóì è ìàêñèìóì

[2]:

[ ] [ ]#[ ]z a b� �

� � �
!

"
#

$�

9 9

�

9 9

z a b z a b
a a b b a a b b

min ( # ); max ( # )
[ ], [ ] [ ], [ ] %

&
. (2)

Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (2), ÷òîáû îïðåäåëèòü

íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû âåëè÷èíû [z], íåîáõîäè-

ìî íàéòè åå ìèíèìóì è ìàêñèìóì ïðè âñåõ âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèÿõ a è b âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåð-

âàëîâ.

Ïðè ïðîâåäåíèè ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäîâàòåëüíî

âûïîëíÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ïðîìåæó-

òî÷íûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èñõîäíûõ

äàííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèÿõ

âû÷èñëåíèÿ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî

ñâÿçàííûõ èíòåðâàëîâ. Â ñèëó ýòîãî íåïîñðåäñòâåí-

íîå ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè â ýêâè-

âàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ óðàâíåíèé íåêîððåêòíî,

òàê êàê áóäåì ïîëó÷àòü òàê íàçûâàåìîå «èíòåðâàëüíîå

ðàñøèðåíèå». Òàêîé ïîäõîä èìååò íàèâûñøóþ öåí-

íîñòü â çàäà÷àõ, ãäå íåîïðåäåëåííîñòè âîçíèêàþò ñ ñà-

ìîãî íà÷àëà, ÿâëÿÿñü íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷è, à îòêàçàòüñÿ îò îïåðàöèé ñ èìåíàìè íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ìîæåò ïðèñóò-

ñòâîâàòü êàê â îïèñàíèè îáúåêòà, òàê è â íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ. Â äàííîé ðàáîòå ñîñðåäîòî÷èìñÿ òîëüêî íà

âòîðîì ñëó÷àå, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò îñíîâíûå îñî-

áåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è è â òî æå âðåìÿ ïîçâîëÿåò

ñäåëàòü åãî äîñòàòî÷íî íàãëÿäíûì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå çàäà÷à ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëèòü

âåêòîð-ôóíêöèè x(t), u(t), t 9 [t0, t1], äîñòàâëÿþùèå

ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ôóíêöèîíàëó

J = J (x, u, t ), (3)

ïðè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçÿõ (1), îãðàíè÷åíèÿõ

âäîëü òðàåêòîðèè

(x, u, t) 9 G (4)

è êðàåâûõ óñëîâèÿõ

(x, t0) 9 î0, (x, t1) 9 î1. (5)

Êîíêðåòèçàöèÿ âûðàæåíèé (3) – (5) ïîðîæäàåò

ðàçëè÷íûå òèïû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè

ýòîì íà ïðàêòèêå ÷àñòî àêòóàëüíà çàäà÷à, êîãäà ôóíê-

öèîíàë (3) çàäàåò âðåìÿ ïåðåâîäà ñèñòåìû èç íåêîòî-

ðîãî çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â òðåáóåìîå êî-

íå÷íîå, êîíöû òðàåêòîðèè ôèêñèðîâàíû, à îãðàíè÷å-

íèÿ íà óïðàâëåíèå îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè òèïà

|u(t)| � á(t). (6)

Â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è (1),

(3) – (6) èçâåñòíû òî÷íî, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ

çàäà÷ó íà ìàêñèìàëüíîå áûñòðîäåéñòâèå, êîòîðàÿ ôîð-

ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëèòü óïðàâ-

ëåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ x(t0)

â ñîñòîÿíèå x(t1) çà ìèíèìóì âðåìåíè.

Èçâåñòíî, ÷òî ê çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ìîæåò

áûòü ñâåäåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ëþáîìó äðóãîìó

êðèòåðèþ, îòëè÷íîìó îò êðèòåðèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ.

Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ñâåäåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì

ðàñøèðåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäíîé ñèñòåìû

íà äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ

êðèòåðèþ êà÷åñòâà.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èçâåñòíî

ñ òî÷íîñòüþ äî èíòåðâàëîâ, ò.å.

x(t0) = x(0)
9 [x(0)] = [x–(t0), x+(t0)], (7)

ãäå x(0) — èçìåðåííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(t0) â ìî-

ìåíò âðåìåíè t0; x–(t0) è x+(t0) — ñîîòâåòñòâåííî íèæ-

íÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåêòîðà [x(0)].

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ ñèñ-

òåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïîçâîëÿåò:

ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê øèðîêîìó

êëàññó ðåàëüíûõ îáúåêòîâ;

íå ñíèçèòü îáùíîñòè ïîäõîäà;

ñäåëàòü ðåçóëüòàòû áîëåå íàãëÿäíûìè.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùóþ çàäà÷ó:

J = t1 – t0 � min, (8)
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·x = Ax+ + bu, (9)

|u| � umax, (10)

x
a

x b
1 2 1

1
� � , x

a
x b

1 2 2

1
� 
 , (11)

x x x( ) [ ]
[ , ]

[ ,

( ) ( )
t

x

x

x x

x
0

0 10

20

0 10 10

20

� �

�

�

�
�

�

�

�
�
9 �

� �

�
x

20

�

�

�

�

�

�

�

�

�]
;

x x( ) ,
( )

t
x

x
1

1 11

21

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

(12)

ãäå A �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

0 1

0 a
; b�

�

�

�
�

�

�

�
�

0

1
.

Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íîñèò âïîëíå êîíêðåò-

íûé ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-

íà, íàïðèìåð, ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ðåãóëè-

ðóþùèì êëàïàíîì êîíäåíñàöèîííîé òóðáèíû ñ öåëüþ

îáåñïå÷åíèÿ íîìèíàëüíîãî ðåæèìà åå ðàáîòû [7].

Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò a ìàòðèöû ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ïàðàìåòðà ñàìîðåãóëèðîâàíèÿ

ê ïîñòîÿííîé âðåìåíè ðîòîðà òóðáîãåíåðàòîðà. Àíà-

ëèç ðàáîòû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîêàçàë, ÷òî

ïðè ðàáîòå òóðáèíû íà íîìèíàëüíóþ íàãðóçêó ðåæèì

îáåñïå÷èâàåòñÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ

òóðáèíû. Ïðè ýòîì çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

÷àñòîòîé âðàùåíèÿ òóðáèíû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà áûñò-

ðîäåéñòâèå ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè, îãðàíè÷åíèÿìè

íà óïðàâëåíèå u(t) è íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ x(t).

Äàëåå áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå t0 = 0, êîòîðîå ëåãêî îáåñïå÷èòü

ýëåìåíòàðíûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè òî÷íî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòî-

ÿííûì è èìååò íå áîëåå òðåõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà:

[t0, t*], [t*, t**] è [t**, t1].

Ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò íå áî-

ëåå òðåõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà, âèä åãî îïðåäåëÿåò-

ñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0), îïòèìàëüíàÿ òðàåêòî-

ðèÿ x(t) ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí ó÷àñòîê, ëåæàùèé íà

ãðàíèöå îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé îãðàíè÷åíèÿìè (4), òî

â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿþùåå

âîçäåéñòâèå áóäåò íàéäåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíèì èç

ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
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u*(t) = –umax ïðè t 9 [0, t1]. (15)
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(17)

u*(t) = umax ïðè t 9 [0, t1], (18)

ãäå t*, t** — ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (13) – (18) ïîçâîëÿþò âûäåëèòü îá-

ëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî âèäà óïðàâëå-

íèÿ è íàõîäèòü ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ êàæäîé

îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì

äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñ-

òåé óäîáíî òðåòèé âèä óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàòü êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîãî (ïðè t* = 0), à øåñòîé — êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé ïÿòîãî (ïðè t* = 0).

Àíàëèç âûðàæåíèé (8) – (12) ñ ó÷åòîì (13) – (18)

ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü ïÿòü îáëàñòåé íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé: v1, v2, v3, v4, v5 (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé



Îáëàñòü v2(x
(0)) = v21(x

(0)) 9 v22(x
(0)), ãäå
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Îáëàñòü v4(x
(0)) = v41(x

(0)) 9 v42(x
(0)), ãäå
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Îáëàñòü v5 ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé îáëàñòüþ íà-

÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, òàê êàê åñëè òî÷êà x(0) åé ïðèíàä-

ëåæèò, òî íàðóøàåòñÿ îäíî èç îãðàíè÷åíèé (11).

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

ïðèíàäëåæèò îäíîé èç îáëàñòåé v1, v2, v3, v4, òî îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿí-

íûì è èìååò íå áîëåå òðåõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà.

Ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíà-

ìèêó îáúåêòà, îãðàíè÷åíèé íà âåêòîð ïåðåìåííûõ ñî-

ñòîÿíèÿ x(t) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì äàííóþ çàäà÷ó òîëüêî äëÿ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè v2, ïîñêîëüêó äëÿ

îñòàëüíûõ îáëàñòåé ïîäõîä àíàëîãè÷åí.

Åñëè òî÷êà x(0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè v2, òî îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå u* îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(14), ãäå
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Ïðîãíîç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì

èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè

Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçâåñòíî

ñ òî÷íîñòüþ äî èíòåðâàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ (7). Òîãäà

íå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ, ãàðàí-

òèðóþùåãî òî÷íûé ïåðåâîä îáúåêòà (ïðè ëþáûõ âîç-

ìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ x(0)
9 [x(0)] èç ñî-

ñòîÿíèÿ x(0) â ñîñòîÿíèå x(1), è óïðàâëåíèå ñèñòåìîé

áåç ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòè ìîæåò ïåðåâåñòè åå â íå-

äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó ïåðâîíà÷àëüíî ðàñ-

ñìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è ïðîãíîçà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà

ïðè ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëó-

÷åííîãî ïî íåòî÷íî èçìåðåííûì íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì x(0).

Â ýòîé ñâÿçè îïðåäåëèì òàêîå ìíîæåñòâî êîíå÷-

íûõ ñîñòîÿíèé Ùï, â êîòîðîì ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèñòåìà

ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ (13) – (18),

ïîëó÷åííîãî ïî èçìåðåííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(t0) = x(0), ò.å. áåç ó÷åòà èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåí-

íîñòè íà çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ùï = {u(t) 9 R1: Hx(0)
9 [x(0)],

x(t0, t1, x(0), u(vi )) = x(1), i = 1 – 4}.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (14) ñ ó÷åòîì (19) – (21) ñîñòîÿíèå îáúåê-

�������	�
���
�������
�����������	��������������� ��� ��������� �� 3C



òà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðè òî÷íî èçâåñòíîì

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
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Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (22), (23) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

x x
( ) ( )

.
1 3

4

0 1

2

1

0
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

c

c

c

c

Åñëè îáëàñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé îáúåêòà

(ðèñ. 2) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7), òî îáëàñòü

ïðîãíîçà Ùï ñîñòîÿíèé îáúåêòà x(1) ïðè ðåàëèçàöèè

óïðàâëåíèÿ (14), (19) – (21) íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ

íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëî-

ãðàìì (ðèñ. 3) ñ âåðøèíàìè lò = (l1, l2), mò = (m1, m2),

nò = (n1, n2), pò = ( p1, p2), ãäå

l �
� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

x c x c

c x c

10 3 20 1

4 20 2

; m �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

x c x c

c x c

10 3 20 1

4 20 2

;

n �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

x c x c

c x c

10 3 20 1

4 20 2

; p�
� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

x c x c

c x c

10 3 20 1

4 20 2

.

Çàìåòèì, ÷òî Ùï ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì,

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíà-

÷åíèÿ x(t0, t1, u ) òîëüêî äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ðàñ-

ïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, çàäàþùåãî

ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü ïðîãíîçà êîíå÷íîãî ñî-

ñòîÿíèÿ îáúåêòà ìîæåò áûòü îöåíåíà ïëîùàäüþ S1 ïà-

ðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 4), ðàññ÷èòûâàåìîé êàê

S n m m l x x x x e
at

1 1 1 2 2 10 10 20 20
1� � � � � �

� � � � �
( )( ) ( )( ) .

Âìåñòå ñ òåì îïðåäåëÿåìîå òàêèì îáðàçîì ìíîæå-

ñòâî Ùï ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî íàãëÿäíûì è óäîáíûì

äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óñëîâèé ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è, îñîáåííî äëÿ ñëó÷àÿ n > 2. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ ðàçóìíûì îïðåäåëèòü íåêîòîðîå ïðÿìîóãîëüíîå

ìíîãîãðàííîå ïîäìíîæåñòâî +
ï

1
ìèíèìàëüíîãî îáú-

åìà, îáåñïå÷èâàþùåãî ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ

Ùï 9+
ï

1
.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî +
ï

1
áóäåò ïðåä-

ñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê S2 (ñì. ðèñ. 4), âåð-

øèíû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíî-

øåíèÿìè:

e1 = f1 = min(l1, m1, n1, p1), e2 = h2 = min(l2, m2, n2, p2),

g1 = h1 = max(l1, m1, n1, p1),

f2 = g2 = max(l2, m2, n2, p2). (24)

À ïîñêîëüêó
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at
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1
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4
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�
,
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé

Ðèñ. 3. Îáëàñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé

Ðèñ. 4. Îáëàñòü ïðîãíîçà êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû



òî

e1 = f1 = l1, e2 = h2 = l2, g1 = h1 = n1, f2 = g2 = n2.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà S2 ìîæåò áûòü îïðåäå-

ëåíà ïî ôîðìóëå

S n l m l
2 1 1 2 2
� � � �( )( )

� � �

�

�

!

"

#

$

%

&
�

� �

�

� � � � �
x x

e

a
x x x x e

at

a

10 10 20 20 20 20

1 1

( ) ( )
t
1 .

Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé S1 è S2 ñ îáëàñòüþ íåîïðåäå-

ëåííîñòè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì. ðèñ. 2) ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ñîîòíîøåíèå ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè íà-

÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñî ñòåïåíüþ íåîïðåäåëåííîñòè

êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ â óñëîâèÿõ

èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè

Ïðè íàëè÷èè èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè íà

ïàðàìåòðû çàäà÷è âðÿä ëè ñòîèòü ãîâîðèòü î åå ðå-

øåíèè â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì îíî ïîíèìàåòñÿ ïðè

òî÷íî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èçâåñòíî òî÷íî, òî åãî ñîñòîÿíèÿ

â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè è ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (14)

ñ ó÷åòîì (19) – (21). Åñëè æå çíà÷åíèå x(0) òî÷íî íå

èçâåñòíî, òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî óïðàâëåíèå,

ðàññ÷èòàííîå äëÿ êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

x(0), îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x(t1) = x(1) äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ çíà÷åíèé x(0)
9 [x(0)]. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé

áóäåò ïóñòûì.

Ïîýòîìó ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü

òàêîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé Ùu,

ëþáîå óïðàâëåíèå èç êîòîðîãî ãàðàíòèðîâàëî áû çà-

äàííóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîãî x(0)
9 [x(0)], ò.å.

ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü òðåáîâàíèå ñïðàâåäëèâîñòè

îòíîøåíèÿ

x x( )
[ ]

[ ]

[ , ]

[ ,

( )
t

x

x

x x

x x
1

1 11

21

11 11

21 21

9 �

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�]
, (25)

ãäå [x11], [x21] çàäàþòñÿ èç óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîé òî÷-

íîñòè ðåøåíèÿ.

Òîãäà çàäà÷à (8) – (12) ïðèíèìàåò âèä

J = t1 – t0 � min,

· ,x x
1 2
�

· ,x ax u
2 2
� � �

|u| � umax, x
a

x b
1 2 1

1
� � , x

a
x b

1 2 2

1
� 
 ,

x(0)
9 [x(0)], x(t1) 9 [x(1)],

ãäå x(1) çàäàåòñÿ èç íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ ñîîáðàæå-

íèé ñ ó÷åòîì äîïóñòèìûõ ïðåäåëîâ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è.

Ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

ôóíêöèé òàêîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé

Ùu, ëþáîå óïðàâëåíèå u(t*, t1, v ) èç êîòîðîãî ïîçâîëèò

îñóùåñòâèòü ïåðåâîä îáúåêòà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ â êîíå÷íîå ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ:

Ùu = {u 9 R1: <x(0)
9 [x(0)],

x(t0, tk, x(0), u(vi)) 9 [x(1)], i = 1 – 4}.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòü íà÷àëüíûõ

ñîñòîÿíèé îáúåêòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, òî ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ

u(t*, t1, v ) âèäà (14) ïåðåâîäèò îáúåêò â îáëàñòü êîíå÷-

íûõ ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìóþ ïàðàëëåëîãðàììîì â

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

îáúåêòîì ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðè

ïðèìåíåíèè ëþáîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ

u(t*, t1, v ) èç ìíîæåñòâà Ùu îáëàñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿ-

íèé îáúåêòà ëåæàëà âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, çàäàííî-

ãî èíòåðâàëàìè (25) (ðèñ. 5).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðàëëåëîãðàìì, çàäàþùèé ìíî-

æåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ïðè ðåàëèçàöèè óïðàâ-

ëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ïðè �x(0)
9 [x(0)], ëåæàë âíóòðè

ïðÿìîóãîëüíèêà, îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (25), íå-

îáõîäèìî îáåñïå÷èòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

min(l1, m1, n1, p1) 
 x
11

�
, min(l2, m2, n2, p2) 
 x

21

�
;

max(l1, m1, n1, p1) � x
11

�
, max(l2, m2, n2, p2) � x

21

�
.
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Çàäàííàÿ òî÷íîñòü

Îáëàñòè êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïðè ïðèìåíåíèè

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé èç Ùu

Ðèñ. 5. Îáëàñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé îáúåêòà ïðè u 9 Ù
u



òî ñ ó÷åòîì (24) ïîëó÷èì

min(l1, m1, n1, p1) = l1 
 x
11

�
,

min(l2, m2, n2, p2) = p2 = l2 
 x
21

�
;

max(l1, m1, n1, p1) = n1 � x
11

�
,

max(l2, m2, n2, p2) = n2 = m2 � x
21

�
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìíîæåñòâî Ùu îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

x c x c x

c x c x

x c x c

10 3 20 1 11

4 20 2 21

10 3 20 1

� � �
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� �

� � �

� �

� � 


,

,

x

c x c x
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4 20 2 21
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4

4

;

,

(26)

ãäå

c
u

a

u

a
t

u

a
t

1
2

1

2
� � � �

max max max
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� �
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2 2

1 1
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e
u
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e
a t t atmax ( *) max
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a
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u

a

u

a

at at

2
1

2
� �

�

�

�

�

�

� �
� max * max max

;

c
e

a

at

3

1 1

�

�
�

( )
; c e

at

4
1�

�
.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Ùu âîçìîæíû òðè

âàðèàíòà:

1) Ùu âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (26); âèä ìíîæåñòâà

Ùu, ðàññ÷èòàííîãî íà îñíîâàíèè êîíêðåòíûõ ÷èñëåí-

íûõ äàííûõ èç [7], ïðèâåäåí íà ðèñ. 6;

2) Ùu — ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè íàðóøàåòñÿ õîòÿ

áû îäíî óñëîâèå èç ñèñòåìû (26);

3) Ùu ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå óïðàâ-

ëåíèå, åñëè íåðàâåíñòâà (26) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà;

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàíèöû âåêòîðà [x(1)] ñèììåò-

ðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ÷òî íå ñíèæàåò îáùíîñòè

ïîäõîäà, ïîëó÷èì

t
a

x a

u

x a

u e
at

* ln .

max max

� � � �

F

F

F

F

F

F

� �

�

1 1

2 4 4

1

2

20 20

1

(27)

Ñîîòíîøåíèå (27) ñ ó÷åòîì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

(26), îáðàùåííîé â ñèñòåìó ðàâåíñòâ, ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü çíà÷åíèÿ [x(1)], t1, êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ t*, îïðå-

äåëåííûì ïî âûðàæåíèþ (27), îáåñïå÷èâàþò ñóùåñò-

âîâàíèå åäèíñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ â Ùu .

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû àíàëèçà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ

ðàññìîòðåíû â îáçîðå [8].

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåí àíàëèç îñíîâíûõ ìîäå-

ëåé îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè è óñòàíîâëåíû îáëàñ-

òè èõ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå

õàðàêòåðîì èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè îá îáúåêòå.

Îòìå÷åíû îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà

èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðâàëüíîé

àðèôìåòèêîé. Òàêîé ïîäõîä îñîáåííî öåíåí â çàäà÷àõ,

ãäå íåîïðåäåëåííîñòè âîçíèêàþò ñ ñàìîãî íà÷àëà,

áóäó÷è íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è,

à îòêàçàòüñÿ îò îïåðàöèé ñ èìåíàìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì.

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòü âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ

ñîñòîÿíèé îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ n-ìåðíûì ïðÿìî-

óãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì, òî îáëàñòü ïðîãíîçà ñî-

ñòîÿíèé îáúåêòà íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ

ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-ìåðíûé ïàðàëëåëå-

ïèïåä è íå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ, ãà-

ðàíòèðóþùåãî òî÷íûé ïåðåâîä îáúåêòà ïðè ëþáûõ

âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ èç çàäàííîé îáëàñ-

òè â òî÷íî çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì äëÿ

ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîé îáëàñòè ïðîãíîçà äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà êàê ôóíêöèþ

òîëüêî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ðàñïîëîæåííûõ â âåð-

øèíàõ n-ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,

çàäàþùåãî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû.

Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òà-

êîãî ìíîæåñòâà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëÿþùèõ

âîçäåéñòâèé, ëþáîå óïðàâëåíèå èç êîòîðîãî ãàðàíòè-

ðóåò çàäàííóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ èç èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé îáëàñòè íå-

îïðåäåëåííîñòè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíî

âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ÿâëÿåò-

ñÿ ïóñòûì èëè ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå

óïðàâëåíèå.
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