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В полимерных волокнистых композитах сдвиговые и межслойные характеристики, в отли­
чие от металлов, играют определяющую роль в процессах деформирования и разрушения. 
В связи с этим разрабатывались специальные методы определения межслойной прочности 
при изгибе короткой балки и модуля межслойного сдвига — по поправке к прогибу. В то же 
время принятые гипотезы о распределении касательных напряжений, например по фор­
муле Журавского, являются простейшими и не позволяют с высокой точностью определить 
поправку и рассчитать модуль сдвига. Потенциально использование вместо простейшего 
параболического распределения решения Сен-Венана - Лехницкого для ортотропной бал­
ки позволяет учесть все касательные напряжения, возникающие в балке, а также их рас­
пределение по ее высоте и ширине, что должно повысить точность определения поправки 
к прогибу, а следовательно, и модуля межслойного сдвига. Поскольку строгое решение 
представлено в рядах гиперболических функций, практическое использование его сильно 
затруднено. Для решения этой проблемы в данной работе представлена точная аппрокси­
мация строго решения более простыми квадратичными зависимостями, которая позволяет 
рассчитать поправку к прогибу и с высокой точностью определить модуль сдвига. С помо­
щью предложенной аппроксимации аналитически показано, что для реальных композит­
ных образцов балочного типа использование уточненного распределения касательных на­
пряжений с учетом неоднородности напряжений по ширине балки дает пренебрежимо ма­
лую поправку к прогибам по сравнению с упрощенным параболическим распределением 
по формуле Журавского. Получено численное подтверждение с помощью метода конечных 
элементов. Специально проведенные испытания стеклопластиковых образцов разной ши­
рины на трехточечный изгиб также показали отсутствие роста прогиба при увеличении 
ширины балки, что говорит о незначительном влиянии неоднородности касательных на­
пряжений на прогиб. 

К л ю ч е в ы е с л о в а : полимерный слоистый композит; стеклопластик; углепластик; изгиб; 
распределение касательных напряжений; модуль межслойного сдвига. 
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Shear and interlayer characteristics of polymer fiber composites, in contrast to metals, play a decisive role 
in the deformation and fracture processes. In this regard, special methods have been developed to deter­
mine the interlayer bending strength of a short beam and the interlayer shear modulus by deflection cor­
rection. At the same time, the accepted hypotheses about the distribution of shear stresses, for example, 
by the Zhuravsky formula, are too simple and do not provide the determination of the correction and cal­
culation of the shear modulus with a rather high accuracy. The use of the Saint-Venant - Lekhnitzky solu­
tion for an orthotropic beam instead of the simplest parabolic distribution potentially makes it possible to 
take into account all the shear stresses occurring in the beam, as well as their distribution over the height 
and width of the beam, which should increase the accuracy of determining the deflection correction and 
interlayer shear modulus, respectively. Since the strict solution is presented in a series of hyperbolic func­
tions, its practical use is rather difficult. We present an exact approximation of the strict solution by sim-
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pier quadratic dependences, which provides determination of the deflection correction and the shear 
modulus with a high accuracy. It is shown that for real composite beam-type specimens the use of the re­
fined shear stress distribution with allowance for the heterogeneity of stresses along the beam width gives 
a negligibly small correction for the deflection compared to the simplified parabolic distribution according 
to the Zhuravsky formula. The numerical verification was carried out using the finite element. Special 
tests of fiberglass specimens of different widths for three-point bending also showed no increase in the de­
flection with increasing beam width, which indicates an insignificant influence of the heterogeneity of tan­
gential stresses on the deflection. 

Keywords: polymer layered composite; fiberglass; carbon fiber; bending; shear stress distribution; 
interlayer shear modulus. 

В в е д е н и е 

Для анализа изгиба деревянных балок всегда 
важен учет касательных напряжений. При изги­
бе металлических балок касательные напряже­
ния несущественны, они значительно меньше 
нормальных и могут играть роль лишь при раз­
рушении составных балок, когда все перерезы­
вающие силы (возникающие сдвиговые, среза­
ющие усилия) воспринимаются только заклеп­
ками, болтами или сварным швом. Интерес к 
анализу касательных напряжений связан с появ­
лением полимерных волокнистых композитов 
[ 1 - 5 ] , у которых межслойные, сдвиговые упру­
гие и прочностные [6 - 10] характеристики на­
много ниже, чем продольные (вдоль волокон). 

Влияние межслойных сдвигов на прогиб лег­
ко пояснить на простом примере. Если на строи­
тельных лесах заменить одну доску «сороковку» 
(толщиной 40 мм) на две доски «двадцатки» (тол­
щиной по 20 мм, но той же ширины), то прогиб 
настила под каменщиком увеличится примерно в 
четыре раза (если нет трения между досками). 
Чтобы избежать этого, следует две доски сшить 
гвоздями, исключив межслойный сдвиг (про­
скальзывание) между ними. 

Если модуль межслойного сдвига мал, то 
сдвиги могут привнести существенный вклад в 
прогиб. Для металлов влияние сдвигов при изги­
бе невелико, поэтому их не учитывают. Иначе об­
стоит дело с древесиной или полимерными ком­
позитами, модуль межслойного сдвига которых 
может быть в десятки раз меньше, чем продоль­
ный модуль Юнга вдоль волокон. Анализ влия­
ния модуля межслойного сдвига на дополнитель­
ный прогиб позволяет оценить значение этого 
модуля при испытаниях на изгиб образцов раз­
личной длины [11 - 14]. Традиционно при обра­
ботке результатов экспериментов используют 
описание эпюры касательных напряжений при­
ближенной формулой Журавского [15, 16]. 

Цель работы — оценка погрешности метода 
определения модуля межслойного сдвига поли­
мерных композитов типа стекло-, угле-, органо-
пластиков при использовании приближенной 
формулы для касательных напряжений по срав­
нению с точной и численными расчетами, а так­

же экспериментальное подтверждение результа­
тов расчетов. 

К р а т к а я и с т о р и я т е о р и и и з г и б а 
б а л о к п р я м о у г о л ь н о г о п р о ф и л я 

Первые исследования прочности при изгибе 
балок были проведены Галилео Галилеем, кото­
рый допускал линейное изменение напряжений 
по сечению, но считал нижнюю поверхность бал­
ки ненагруженной [17, 18]. Ошибка применения 
таких гипотез при оценке максимальных напря­
жений составляла 50 % по сравнению с более аде­
кватной гипотезой плоских сечений. 

Ставшая классической «гипотеза плоских се­
чений» Барре де Сен-Венана допускала наличие 
только продольных напряжений растяжения и 
сжатия, независимых от ширины, а также ней­
тральной оси в середине прямоугольного сечения 
балки. 

Дальнейшие уточнения [2, 15] касались учета 
несовпадения модулей упругости при растяже­
нии и сжатии, что приводит к смещению ней­
тральной оси в сторону большего модуля. 

При учете касательных напряжений, уравно­
вешивающих перерезывающую силу, согласно 
Тимошенко, Журавскому [17, 18] сохраняется не­
зависимость нормальных и касательных напря­
жений от ширины и касательных — от длины. 
Такая постановка содержит явное противоречие: 
несмотря на наличие касательных напряжений, 
вызывающих сдвиги и искажающих сечения, они 
по-прежнему считаются плоскими при расчете 
нормальных напряжений. Тогда для линейно из­
меняющихся нормальных напряжений из одного 
уравнения равновесия находится параболическое 
распределение касательных напряжений. Это 
противоречие снимается гипотезой о малости ка­
сательных напряжений. Значит, они незначи­
тельно искривляют плоское сечение и при расче­
те нормальных напряжений их можно не учиты­
вать. В результате из линейного распределения 
нормальных напряжений следует распределение 
межслойных касательных напряжений по высоте 
по параболическому закону. 

Следующий шаг — так называемое решение 
Сен-Венана [19]. В этой постановке сохраняется 
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линейность по нормальным, продольным напря­
жениям, но учитывается и вторая компонента ка­
сательных напряжений. Из удовлетворения уже 
двум уравнениям равновесия получается реше­
ние в рядах по тригонометрическим и гиперболи­
ческим функциям. Появляется поправка к пара­
болической эпюре, и обе компоненты касатель­
ных напряжений оказываются зависящими от 
координат не только по высоте, но и по ширине 
поперечного сечения балки. Подобные решения 
для изгиба и кручения ортотропной балки полу­
чены Лехницким [20, 21]. 

Все эти гипотезы использовали в целях полу­
чения аналитических решений. С появлением 
эффективных численных методов (МКЭ) кинема­
тические гипотезы (типа «плоских сечений») ста­
новятся необязательными. Появляется возмож­
ность учета контактных (сжимающих в направ­
лении толщины) напряжений, создаваемых 
поперечной нагрузкой. В зоне около опор и на­
гружающего верхнего цилиндра никакой симмет­
ричной параболы для касательных напряжений 
нет [22], но это можно показать только из числен­
ного решения. 

Методам определения межслойного модуля 
сдвига посвящено большое число работ (напри­
мер, [23 - 28]), но для расчета касательных на­
пряжений применительно к экспериментам не 
использовались уточненные решения [19 - 22]. 

М е т о д о ц е н к и м о д у л я м е ж с л о й н о г о 
с д в и г а п о п о п р а в к е к п р о г и б у 

Модуль Юнга Ех вдоль продольной оси х 
определяют при поперечном трехточечном изги­
бе балки (рис. 1) по формуле 

Е, 
РР 

ivwh з' (1) 

где Р — приложенная центральная сила; I — дли­
на пролета; w и h — ширина и толщина образца 
в виде балки прямоугольного сечения; считается, 
что и = щ — максимальный прогиб в централь­
ном сечении под нагрузкой. Мы не анализируем 
здесь эффект «скатывания» образца с цилиндри­
ческих опор и влияние бимодульности, т.е. разли­
чия в кажущихся значениях модуля упругости 
при растяжении и сжатии, приводящего к смеще­
нию нейтральной оси [2, 11, 15]. 

Если проводить испытания одинаковых об­
разцов (а лучше — одного образца) при разных 
длинах I пролета, результаты определения моду­
ля по формуле (1) окажутся различными, так как 
формула (1) получена в предположении, что про­
гиб и = щ определяется только поворотами сече­
ний, т.е. без учета влияния касательных напря­
жений, искривляющих первоначально плоское 

Рис. 1. Схема нагружения прямоугольной балки на попе­
речный изгиб 

Fig. 1. Diagram of loading a rectangular beam for trans­
verse bending 

поперечное сечение балки. Более правильно счи­
тать, что прогиб состоит из двух частей: и = 
= щ + и2, где щ, и 2 — прогибы от нормальных и 
касательных напряжений. 

Распределение касательных напряжений по 
толщине балки обычно предполагается парабо­
лическим и не зависящим от координат хну (см. 
рис. 1): 

ЗР (h2 

whl 
(2) 

Дополнительный прогиб и 2 можно вычислить 
из условия перехода работы силы Р на этом про­
гибе в упругую энергию (т у/2) сдвиговой дефор­
мации у: 

/ ш/2 7i/2 9 „ 

~Р»2=-\ J J % ^ с Ы з Д г = ^ ^ , (3) 
0 -ш/2 -/1/2 x z x z 

где а = 1,2 для поперечного изгиба балки прямо­
угольного сечения. Общий измеряемый прогиб 
можно представить в виде 

0 = 0]^ + о 2 

PI3 иР1 
• + • 4Exwh3 4Gxzwh 

Ех h2 

•-V-, 1 +сх—— —-
G„ I2 

(4) 

Определяя на одинаковых образцах по фор­
муле (1) значения «фиктивного» модуля Юнга 
Ер., обнаружим, что этот модуль растет с увеличе­
нием длины пролета I: 

1 

Е fx 

1 схп h2 

•• + — — — 
Ех С7Т, I 

(5) 

где Ех — истинный модуль Юнга; Gxz — модуль 
межслойного сдвига. Если в координатах У Ер -
- (h/l)2 (рис. 2) провести через эксперименталь­
ные точки прямую линию согласно (5), то можно 
определить обе упругие константы — Ех и Gxz. 
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1/pv 4 

Рис. 2. Схематическая зависимость измеряемого «фик­
тивного» модуля упругости Efx от длины пролета при ис­
пытаниях на изгиб 

Fig. 2. Schematic dependence of the measured "fictitious" 
modulus of elasticity Efx on the span length in bending tests 

Pi 

-A' 

Рис. 3. Расчетная схема консольной балки 

Fig. 3. Calculation scheme of the cantilever beam 

В л и я н и е х а р а к т е р а н е о д н о р о д н о с т и 
м е ж с л о й н ы х к а с а т е л ь н ы х н а п р я ж е н и й 

Для простоты анализа далее будем рассмат­
ривать консольную балку под действием конце­
вой силы Pi = Р/2 (рис. 3) в виде половины об­
разца, представленного на рис. 1, с теми же по­
стоянными размерами сечений: толщиной h 
(вдоль оси z), шириной w (вдоль оси у), длиной 
1Х = 1/2 вдоль координаты х, отсчитываемой от 
заделки. Координаты у и z отсчитываются от 
центра прямоугольного сечения. 

Общий вариационный принцип [19,20] 
(типа принципа Кастилиано) состоит в том, что 
тело находится в статическом равновесии, если 
вариация работы на виртуальных перемещениях 
внешних поверхностей тела совпадает с вариа­
цией работы внутренних напряжений. Иными 
словами, работа внешних сил равна изменению 
энергии деформации (без учета кинетической и 
тепловой энергии). Граничные условия для кон­
сольной балки представляют собой либо фикси­
рованные перемещения (перемещения в заделке 
равны нулю), либо нулевые напряжения на сво­
бодных поверхностях — на этих участках внеш­
ние силы не совершают работу. Внешнюю работу 
совершает только концевая сила Р на вариации 
прогиба и. Эту работу нужно приравнять энергии 
деформации, которая для единичного объема 
пропорциональна 1/2 от свертки тензоров напря­
жений и деформаций: — ОуЕу- В постановке 

Сен-Венана [19] ненулевыми считаются напря­
жения: одно нормальное продольное о ^ и два ка­
сательных — межслойное xxz и «в плоскости» хху. 

Поэтому при вычислении общего прогиба следу­
ет учитывать вклад от всех трех компонент (охх, 
xxz, хху) тензора напряжений: 

2 2 J 

у 

( 

С1 С1 

хх ^*xz ^*ху J 

dV 

I h/2 9 

w с г о„(а:,г) 
•J J 

0 -hi 2 
E. 

dxdz + 

, го/2 /г/2 ( , 

4 ' J 
-го/2 -/г/2 

zAy,z) + tiy(y,z) 

G, G 
dzdy. (6) 

«y J 

В постановке «гипотезы плоских сечений» 
Сен-Венана из (6) получаем (1), а в постановке 
[17, 18] — (4), (5). В постановке, допускающей 
только численные решения, в (6) учитывают и 
нормальные напряжения (ozz, ауу) по толщине и 
по ширине и все три компоненты (тЖ2, т хху) ка­
сательных напряжений, т.е. все напряжения, ко­
торые не считают равными нулю в рамках при­
нятых гипотез. 

Прогиб консоли щ под действием нормаль­
ных напряжений (при сохранении гипотезы пло­
ских сечений) получают из (6): 

1 }М2(х) 1 р 1 Mzb — В, о, = — 
2 1 1 21 ЕЛ 

dx 

\Pidi-x)' 
-I EJ 

dx 
' Exwh3 

wh3 

' 12~ 

Прогиб и 2 консоли из-за межслойных сдвигов 
под действием касательных напряжений находят 
из (6) для принятого распределения касательных 
напряжений по толщине в предположении о не­
зависимости от длины и ширины: 

1 
Pi «2 Ш-r(x,y,z) 

Gx 

/г/2 

-wL 
J Р G 

-h/2 M U 

dxdydz 

(г) ог. (7) 

Рост неравномерности распределения каса­
тельных напряжений (при сохранении их сред­
него значения т 0 = P\lwh, определяемого перере­
зывающей силой Pi) повышает их влияние на 
прогиб. Это можно проиллюстрировать на на­
глядных примерах, если считать, что перерезы­
вающая сила Pi (интеграл от касательного на­
пряжения xxz по площади S = wh) сохраняется 
постоянной. 

Простейшее предположение (заведомо невер­
ное, но удобное для иллюстрации) состоит в том, 

file:///Pidi-x)'
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что касательные напряжения х 0 постоянны по 
длине, ширине и толщине сечения и их равно­
действующая равна перерезывающей силе Рх. 
Тогда из (7) получаем 

^ П = Р ^ о 2 = ^ \ \ ^ у б г = - ^ . (8) 

Из (6), (8) общий прогиб консоли (см. рис. 3), 
равный прогибу образца (см. рис. 1), составит 

о = о, + о. 
PI3 Р1 

• + • Шлак3 4whGx 

1 + a°f^7^|; 

Видно, что в простейшем случае равномерного 
распределения касательных напряжений коэф­
фициент при поправке а 0 = 1, т.е. меньше, чем в 
(3), где а = 1,2. 

Рассмотрим три простейшие иллюстрации, 
опирающиеся на вывод, например из [24], о су­
щественном отклонении реальной эпюры от па­
раболической . 

Считаем, что эпюра касательного напряже­
ния кусочно-постоянная: на одной половине пло­
щади сечения напряжение равно хо(1 - а), а на 
второй половине — х0(1 + а). Перерезывающая 
сила по-прежнему Р1 = х0[(1 - a)S/2 + (1 + 
+ a)S/2] = x0S, но поправка к прогибу согласно 
(8) возрастет: 

x^whl-y 

2PXGX 

[ ( 1 - a ) 2 +( l + a ) 2 ; 

whG, 
-(l + a 2 ) ^ a ! = 1 + a 2 

Если уменьшить неравномерность — разбить 
сечение на четыре равные по площади части с 
напряжениями х 0 ( 1 - а ) , х 0 (1-а/2), х0(1 + а/2), 
х0(1 + а), то перерезывающая сила сохранится, 
а поправка уменьшится: 

:\whlx 

Щвх 

( 1 - a ) 2 + 1--^ 

+ 1 + + (l + a ) 2 

whG,., 

Л + -а' 

l + -a' 

Чем меньше неравномерность напряжений, тем 
незначительней поправка к прогибу! 

Реальная эпюра касательных напряжений 
сильно отличается от (2), и ее всплески около 
опор можно смоделировать кусочно-равномер­
ным распределением, приняв ixz = т4 = const на 
некотором участке толщиной t < h и \xz = 0 на 
оставшемся участке толщиной h - t: 

.(г): 
0(t<z<h) 

<=> i i = PxKwt). (10) 

Для модельной эпюры (10) поправка к проги­
бу из (8) примет вид 

о, =w 
Т 0 Й 1 _ «3*1*1 

piGxz Gxzwh 
a3 = hit > a. (11) 

Аналогично можно рассмотреть пример для 
анализа влияния неравномерности напряжений 
по ширине. Примем, что по ширине на отрезке 
длиной Ъ напряжение т4 = P/bh = x0aV6, а вне 
этого отрезка х = 0. Тогда 

^2 = ЧЧДГ~ JJJ т 2 d^dycb 

PI 

lh 

PGX. 

Plh 

h2b2G, 

PGX 
•h&-

hbG, 
V = Oi + o . 

PI3 PI 
• + • wh3Exx bhGx 

1 + a 
l2Ex. 

*h2Gx 

a4 = w/b > 1. (12) 

Формулы (11), (12) показывают, что с ростом 
неоднородности распределения касательных на­
пряжений по ширине или толщине (при умень­
шении Ъ по сравнению с w и t по сравнению с К) 
растет поправка к прогибу, а значит, учет реаль­
ного распределения напряжений по ширине и 
толщине может иметь значение для достаточно 
широких образцов, для которых эта неоднород­
ность существенна. Именно через поправку к 
прогибу определяется такая важная характери­
стика КМ, как модуль межслойного сдвига. 

Приведенные примеры объясняют, почему 
важно уточненными и численными расчетами 
оценить погрешность применения параболиче­
ской эпюры (2) при определении модуля меж­
слойного сдвига и обосновать область ее приме­
нимости. 

Р е ш е н и е С е н - В е н а н а - Л е х н и ц к о г о 
д л я и з о т р о п н о й и о р т о т р о п н о й 
к о н с о л ь н о й б а л к и 

Изотропная балка. В более строгой поста­
новке задачи изгиба [19 - 21] касательные напря­
жения на горизонтальных и вертикальных пло-
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щ а д к а х п р е д п о л а г а ю т с я з а в и с я щ и м и не только 
от в е р т и к а л ь н о й z, но и от поперечной у коорди­
н а т ы , что позволяет у ч е с т ь в л и я н и е ш и р и н ы бал­
ки на р а с п р е д е л е н и я к а с а т е л ь н ы х напряжений, 
в о з н и к а ю щ и х под действием п е р е р е з ы в а ю щ е й 
силы. 

Считается, что в консольной балке (см. 
рис. 3), н а г р у ж е н н о й концевой силой Р1 = Р/2, 
д е й с т в у ю щ е й в плоскости симметрии сечения, 
все к о м п о н е н т ы тензора н а п р я ж е н и й р а в н ы 
нулю, кроме 

Д л я изотропного м а т е р и а л а 

.dF dF v Л 
Ах =А — = 0; А — = -

dz ду 1 + v I 

AF- РгУ 

1 + v I 
(17) 

Д л я прямоугольного сечения п р и н и м а ю т с я 

с л е д у ю щ и е г р а н и ч н ы е условия: 

dF 
при y = ±-w^xxy 

dz 
= 0, 

Н о р м а л ь н ы е н а п р я ж е н и я в ы ч и с л я ю т с я по 

элементарной балочной теории, основанной на 

гипотезе «плоских сечений» и и х независимости 

от у, т.е. постоянства по ш и р и н е балки: 

P1(l1 -x)z 
,1 

wh3 

' 12~ 
(13) 

П р и этих г и п о т е з а х единственное невырож­
денное у р а в н е н и е равновесия имеет вид 

дх *у +дх, 

ду dz 
• + 

З о „ дх 

дх 

*у +дх, 

ду dz 
+ l i £ = 0 . (14) 

I 

У р а в н е н и е (14) можно переписать, введя 
ф у н к ц и ю н а п р я ж е н и й F и приняв 

dF 

dz ;п 

о 
дх. 

£z\- + Ei-{bl-
ду+ 2l{ 4 

d2F Рхг 

о 

dz dydz 
(15) 

З д е с ь член, с о д е р ж а щ и й Ръ п р е д с т а в л я е т 

элементарное р е ш е н и е (2) для м е ж с л о й н ы х каса­

т е л ь н ы х н а п р я ж е н и й (плоскость слоев имеет 

н о р м а л ь ю ось z): 

6Р1 fh2 

wh1 2wh 
при z - 0. (16) 

П о д с т а в и м в ы р а ж е н и я (16) в у р а в н е н и я 

Б е л ь т р а м и - М и т ч е л а [19]: 

Ad ,-; + О ;; = 0: О = — У О „ = — ^ => 

3 1 д2ахх 1 Р х , 
=> о • • = = ; 

1 + v J 1 + v dxdz 1 + v I 

d)F Pj _d2xxz d2xxz d2xxz _ 

dx2 dy2 dz2 By I 

где v — к о э ф ф и ц и е н т Пуассона. 

1 , dF PAh2 

при z =± — л => x T„ = — + — Z Z = 0 : 
2 xz dy 27 1 4 

dF_ 

dy 
= 0. (18) 

Н а контуре сечения ф у н к ц и я F либо постоян­
ная, либо р а в н а нулю. Р е ш е н и е у р а в н е н и я Пуас­
сона (17) д л я прямоугольного сечения можно 
найти, в ы б р а в с н а ч а л а частное р е ш е н и е Fb удов­
л е т в о р я ю щ е е одному из г р а н и ч н ы х условий (18), 
т.е. о б р а щ а ю щ е е с я в ноль на сторонах, нормаль­
н ы х оси у : 

2 г 
= 0 = > 1 1 

Pi 

1 + v 61 
У 

1 < 
• — yw 

4 
.(19) 

П р и н и м а е т с я F = F0 + Fb где F0 — гармони­
ческая функция, у д о в л е т в о р я ю щ а я с л е д у ю щ и м 
г р а н и ч н ы м условиям: 

при у •+—W : 
2 

0; 

ПРИ Z =±—h: 
2 

•Po + P j 0. (20) 

Д л я балки прямоугольного сечения ф у н к ц и я 
н а п р я ж е н и й и щ е т с я в в и д е р я д а по тригономет­
рическим и гиперболическим ф у н к ц и я м с учетом 
соображений четности и г р а н и ч н ы х условий. 
Окончательное в ы р а ж е н и е д л я ф у н к ц и и напря­
жений получается в с л е д у ю щ е м виде: 

F(y,z) -
Pxw

l 

(1 + v) 47я ; 

з„Г 
n"y 
6w 

Ay2 

МГ 
• 1 

A(-l)n ch(2nnz/w) . 2ялу 
- > — s i n 

n=i n3 ch(nnh/w) w 

(21) 

По ф о р м у л а м (15) с использованием (21) про­

сто п о л у ч и т ь к а с а т е л ь н ы е напряжения, которые 

изменяются не только по толщине, но и по шири­

не балки, что необходимо у ч и т ы в а т ь в методе оп-
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ределения модуля межслоиного сдвига по по­
правке к прогибу: 

v 6P,w 

• ху a + v)h3n2 

рх (h 

^ (-1)" sh(2nnz/w) . 2 ялу 
> — — s i n 

п=х п2 ch(nnh/w) w 

2l{ 4 ] + (l + v)wh3 

6Pt 

12~ 

w2 ^ (-1)" ch(2nnz/w) 2япу1 / 0 0 . 
—5-Л, Ъ c o s • ^22) 

л n=\ n ch(nnh/w) w 

Справедливость выражений для касательных 
напряжений проверяется удовлетворением гра­
ничным условиям на сторонах прямоугольного 
сечения: 

1. 

2. 

У = ± — W : 
2 

ixy = 0. 

1 
z=±-h 

2 
3 P ^ l - ^ h O ; 

билР, 

1 + v /i 3 

2wh{ h2 

2 1 1 ^ ( - 1 ) " 2кпу 

12 -cos-
r n=\ ra tc 

= 0. 

3. Z - у - 0 : 

2иЛ (l + v)3/i 2 7i 2 

1 + 1 2 1 
(-1)' ЪРХ 

~x n2 ch(nnh/w) 2wh 

4. z = 0; у 

3P, 
iax _ l 

2o>/i 

- ± w/2 =$ 

v 2o>2 

1 + — x 
(1 + v) h2 

Найдем функцию F, обращающуюся в ноль на 
всех сторонах прямоугольника z = ±h/2; у = 
= ±w/2. Правую часть (24) можно разложить в 
ряд Фурье как функцию, заданную на интервале 
у е (-w/2, +w/2). В силу нечетности по у этот ряд 
содержит лишь синусы, и уравнение (24) приоб­
ретет вид 

1 d2F 1 d2F 
• + • 

&xz чУ 2 &ху dz2 

iPXw»x 

E„Jn 

2PlWvxy " ( _ ! ) » _ . _ 2ws 
sin- (25) 

J XX Jl n=X W 

При выводе (25) использовано известное разло­
жение функции f(y) = у в ряд Фурье на интерва­
ле (—тс, п) и сделана линейная замена переменной 
у ц ь а у : 

00 (-1)" 
Ух = " 2 Х s i n n y ^ y ! е (-тс, тс), 

У = Ух — =^У е (-w/2, w/2) 
2л 

w Л (-1)" . 2nny 
у = > sin . 

Л n=x n w 

Решение уравнения (25) ищется в виде ряда, 
удовлетворяющего условиям на сторонах у = 
= ±w/2, тогда из (25) следует система обыкно­
венных дифференциальных уравнений: 

х о 
_, ^ „ . . . 2пяу 
F = ^Yn(z)sm-

w 

1 „ „ 1 („ л \ \ т

 2PXW^>xy ( - 1 ) ' 
- Y " . — — 2 л - Yn Gxy Gxz(, wj Ехх1л n 

(26) 

1 2 у 1 1 
3 л2

 п=хп2 сЫлп/г/а) 2wh' 
(23) 

Из формул (23) явно видна зависимость меж-
слойных касательных напряжений от отношения 
ширины балки к ее толщине. При этом в центре 
балки напряжение ниже, чем съ полученное по 
элементарной формуле (16), а на краю — выше; 
это различие растет с увеличением ширины бал­
ки. 

Ортопгропная балка. Уравнение для функ­
ции напряжений F приобретает следующий вид: 

1 d2F 1 d2F 2Pxvxy 
+ — - = _ _ У- (24) Gxz ду2 Gxy dz2 Ezzl 

Общий интеграл уравнения (26) имеет вид 

7 W = i,h» + lLdi™ + 

Pxw
3Gxzxxxy {-\)n _Gxy 

2ЕТл3 n3 ,8~GXZ 

(27) 

Константы Ап, Вп в (27) находятся из гранич­
ных условий на сторонах z = ±h/2, где функция 
напряжений F должна обращаться в ноль. Окон­
чательно получаем 

PLw3Gxzv 
F = — х 

2ЕТл3 
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i/4w J/2w 

Ь V*h 1№ \ 
Рис. 4. Распределение касательных межслоиных напря­
жений т12 по ширине (а) и толщине (б) балки 

Fig. 4. Distribution of shear interlayer stresses xIZ over the 
beam width (a) and height (6) 

(-1)" Г ch(2nnzJg/w)^\ . 2nny 
1 j=j— sin 

chinnh-y]g/w) J w 

(28) 

-1/2' 

Рис. 5. Распределение межслоиных касательных напря­
жений xxz в сечении yz в виде поверхности 

Fig. 5. Distribution of shear tangential interlayer stresses 
xxz as a surface in the section yz 

Из (28) находим распределения касательных 
напряжений: 

Pxw
2Gxzo 

ху 

ЕТл2 

(-1)" sh(2nnzJg/w) . 2плу 
— 5 г=/—Sln 

пА ch(nnhjg/w) w 

Pi(z2 h2} P^G^^ 

21 

(-1)" 

ETn2 

ch(2nnz^[g/w) 

ch(nnh^fg /w) cos-
2nny 

(29) 

По аналогии с (23) проверяем удовлетворе­
ние граничным условиям: 

1. Z = О, у = 0 : 

ЪЕХХ 

иху 
0; т| Z L L 

2wh 

1 4 у (-1)" 

3 л 2

 n=in2ch(nn/c) 

2. z = 0, у = ±w/2 => т = 0; т ZLL 
2u;A 

1 + - С 2 

ЗЕХХ 
3 л 2

 n=1n
2ch(nn/c) 

ко вид эпюр касательных напряжении тЖ2, ъху из 
решения (29) неочевиден, выражения (29) не по­
зволяют проводить расчеты прогибов даже с по­
мощью специализированных программ, поэтому 
необходима их аппроксимация достаточно про­
стыми функциями. 

Аппроксимация эпюры межслоиных каса­
тельных напряжений. Рассмотрим более под­
робно распределение межслоиных касательных 
напряжений xxz. Вместо криволинейной поверх­
ности второго порядка для наглядности будем 
анализировать отдельно распределения напря­
жений по ширине и толщине балки (рис. 4). 

Для визуального восприятия сложного рас­
пределения по сечению yz межслоиных касатель­
ных напряжений тЖ2 построена поверхность 
(рис. 5), отражающая наложение эпюр, приве­
денных на рис. 4. Принято следующее обозначе­
ние осей: Y = y/w; Z = z/h; Т = т ж г /т™ а х . 

Из точных расчетов (29) (см. рис. 4) видно, 
что распределения межслоиных напряжений по 
ширине и толщине хорошо описываются квадра­
тичными зависимостями (параболами). Зависи­
мость по ширине можно описать выражением 
т(у) = а(1 + бу2), поскольку ветви параболы на­
правлены вверх, а зависимость по толщине — 
формулой типа Журавското т(г) = а(1 - 4z2/h2). 
Общее выражение межслоиных касательных на­
пряжений имеет следующий вид: 

тЖ2 = а(1 + бу2)(1-4г2/п2). (31) 

hjg 
(30) 

Вычисление поправки к прогибу с помощью 
аппроксимации эпюр касательных напряже­
ний. Поскольку прогиб определяется выражени­
ем (6), необходимо представить распределения 
напряжений в доступном для интегрирования 
виде. Нормальные напряжения охх линейны по 
толщине и длине и не зависят от ширины. Одна-

Для использования выражения (31) при опре­
делении поправки к прогибу по формуле (6) необ­
ходимо рассчитать по формулам (30) наибольшее 
и наименьшее значения касательных напряже­
ний, приняв а = т™ п ; Ъ = 4 ( т ^ = / т ™ п - 1)Iw2, с 
учетом равенства перерезывающей силе интегра­
ла от касательных напряжений: 

hj2wj2 

P = 4 j \zxzc\yaz = 
о о 
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W ?A'V у ? ж 

У 
Рис. 6. Эпюры межслойных касательных напряжений 
т1г по толщине (а) и ширине (б) балки: точное ре­
шение (29); аппроксимация (31) 

Fig. 6. Diagrams of interlayer shear stresses xIZ along the 
beam height (a) and width (6): precise solution (29); 

approximation (31) 

I Ah xMi 
Рис. 7. Распределения касательных напряжений т по 
толщине (а) и ширине (б) балки 

Fig. 7. Distribution of shear stresses тху along the beam 
height (a) and width (6) 

: awhl 1 + 
bw2 kh2 bkh2w2 

12 12 144 
(32) 

На рис. 6 схематично показаны эпюры на­
пряжений, построенные на основе точного реше­
ния (29) и аппроксимации (31). Видно, что кри­
вые практически совпадают, что говорит о воз­
можности описания межслойных напряжений 
квадратичными зависимостями. 

С применением соотношения (31) возможна 
проверка влияния на прогиб неоднородности 
распределения по ширине межслойных касатель­
ных напряжений. Поскольку с ростом ширины 
балки значения напряжений в середине сечения 
т™ш и на краю т™3* будут значительно разли­
чаться, поправка к прогибу может увеличиться, а 
значит, в расчетах необходимо учитывать отно­
шение т ^ / т ™ " . 

Было рассчитано влияние неоднородности 
межслойных касательных напряжений по шири­
не на поправку к прогибу. Для реальных отноше­
ний ширины к толщине (<3) и модуля сдвига в 
плоскости к модулю межслойного сдвига (<5) от­
ношение т ^ / т ™ " < 1,1. Но даже при изменении 
по ширине напряжений не на 10 %, а на 30 % по­
правка, рассчитанная по аппроксимации (31), от­
личалась от поправки к прогибу, определенной 
по традиционной формуле (4) без учета изме­
нений напряжений по ширине, всего на 0,7 %. 
Таким образом, получен важный результат — ре­
альная неоднородность межслойных касатель­
ных напряжений практически не влияет на про­
гиб U2, что позволяет не учитывать ее в расчетах. 

А п п р о к с и м а ц и я э п ю р ы к а с а т е л ь н ы х 
н а п р я ж е н и й в п л о с к о с т и XY 

Распределения касательных напряжений х^ 
не являются параболическими, из (29) эпюры 
этих напряжений представлены в графическом 
виде на рис. 7. 

По аналогии с рис. 5 можно представить рас­
пределение касательных напряжений в виде по-

Рис. 8. Распределение касательных напряжений т в се­
чении yz в виде поверхности 

Fig. 8. Distribution of shear stresses т1у as a surface in the 
section yz 

верхности (рис. 8). Принято следующее обозначе­
ние осей: Y = y/w; Z = z/h; Т = т ^ / т ™ 3 * . 

Для распределения т,ху по толщине (см. 
рис. 7, а) удобно использовать простейшую ли­
нейную зависимость вида т,ху = nz. Из (29) видно, 
что эпюры ixy определяются нечетными функ­
циями, так что интеграл от них равен нулю ввиду 
отсутствия поперечной перерезывающей силы. 
Эпюру напряжений ixy по ширине можно заме­
нить либо двумя квадратичными зависимостями 
Ну = |oxy(y-av/2)|; 0 < | у | < га/2, либо синусои­
дой ixy = k sin 2ny/w. Выражение для касатель­
ных напряжений представим в виде 

где k 

\alzy{wl2-y)\; zxy 

m„„ 32 

kz sin 2ny/w, 

h

Xxy >al ;0<\y\ <wl2. 
xy hw2 

Заметим, что выражение (6) содержит инте­
грал от отношения квадрата напряжений к моду­
лю сдвига x2

ylGxy . Поскольку G^ » Gxz и ъху » 
» хЖ2, межслойные сдвиговые деформации будут 
значительно больше (\ху > Yxzh а следовательно, 
намного сильней влияние межслойных сдвигов 
на поправку к прогибу. Из выражений (29) опре-
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Рис. 9. Результаты МКЭ-расчета прогиба модели консо­
льной балки с поперечным сечением 5 х 10 мм и длиной 
пролета 100 мм; Р = 100 Н 

Fig. 9. Results of FEM calculation of the deflection of a 
cantilever beam model with a cross-section of 5 x 10 mm 
and a span length of 100 mm; P = 100 N 

14,9 
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14,3 
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5x30 
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(Wf 
0,005 0,01 

Рис. 10. Зависимости измеряемого «фиктивного» моду­
ля Юнга от длины пролета балки 

Fig. 10. Dependences of the measured Young's modulus on 
the beam span length 

делены наибольшие значения касательных на­
пряжений: т™/* = 2,28 МПа; т™3* = 0,744 МПа. 
Ввиду того, что межслойные касательные на­
пряжения \xz больше «внутрислойных» i в три 
раза, а модуль Gxz меньше G^ в два - три раза, 
вклад касательных напряжений сху в энергию де­
формации и в дополнительный прогиб пренебре­
жимо мал, поэтому их можно не учитывать. 

Ч и с л е н н о е м о д е л и р о в а н и е и з г и б а 
к о н с о л ь н о й о р т о т р о п н о й б а л к и 

Проверка влияния ширины балки на поправ­
ку к прогибу. Для проведения численного экспе­
римента в программном комплексе FEMAP 
NASTRAN была построена модель консольной 
ортотропной балки (рис. 9) со следующими меха­
ническими характеристиками: Ехх = 70 ГПа; 
Gxy = 15 ГПа; Gxz = 5 ГПа. 

Таблица 1. Результаты аналитического и численного 
расчетов прогиба 

Table 1. The results of analytical and numerical calculati­
on of the deflection 

h x w, мм2 МКЭ, мм Аналитический расчет, мм 

5 x 5 

5 x 10 

5 x 30 

4,619 

4,617 

4,612 

4,619 

Расчеты для различных значений размеров 
поперечного сечения и длины пролета проводили 
при МКЭ-моделировании с помощью элементов 
типа SOLID. 

Были получены результаты численного и 
аналитического по формулам (6) и (31) расчетов 
для балки длиной 100 мм и w/h = 1; 2; 6. При 
изменении размеров поперечного сечения на­
чальную нагрузку снижали пропорционально 
уменьшению ширины балки. Результаты, пред­
ставленные в табл. 1, показывают различие рас­
считанных прогибов в тысячных долях милли­
метра (сотые доли %). 

Проверка корректности методики опреде­
ления модуля межслойного сдвига по поправке к 
прогибу. С помощью метода конечных элементов 
определяли прогиб балок различного поперечно­
го сечения при изменении их длины. На основе 
формулы (1) для каждого значения длины (50; 
100; 150; 200 мм) находили «фиктивный» модуль 
упругости. Далее по аналогии с рис. 2 для каж­
дой ширины поперечного сечения строили пря­
мые в координатах 1/Efx - (h/l)2 (рис. 10), с по­
мощью которых согласно (5) определяли истин­
ный модуль Юнга Ех и модуль межслойного сдви­
га Gxz. Результаты расчетов представлены в 
табл. 2. 

Численные расчеты показали хорошее согла­
сие оценок истинного модуля упругости и модуля 
сдвига, при этом даже значительное изменение 

Таблица 2. Рассчитанные значения модуля Юнга и модуля сдвига 

Table 2. Calculated values of the shear modulus and Young's modulus 

h x w, мм2 

5 x 5 

5 x 10 

5 x 30 

Заданные значения 

Ex, ГПа 

70,028 

70,028 

70,077 

70,0 

Gxz, ГПа 

4,867 

4,907 

4,888 

5,0 

Отличие E x от заданного, % 

0,04 

0,04 

0,11 

0,0 

Отличие Gxz от заданного, % 

2,66 

1,86 

2,24 

0,0 
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Таблица 3. Прогиб балки при изменении отношения мо­
дулей сдвига 

Table 3. Beam deflection with a change in the shear modu­
lus ratio 

МКЭ, мм Аналитический расчет, мм 

1 

3 

5 

10 

4,618 

4,618 

4,617 

4,616 

4,619 

Таблица 4. Прогиб образцов при начальной нагрузке 
100 Н 

Table 4. Deflection of specimens at an initial load of 100 N 

W, MM 

30 

15 

10 

5 

Прогиб, MM 

0,48 

0,47 

0,45 

0,47 

Нагрузка, H 

100 

50 

33 

17 

ширины балки (в шесть раз) практически не по­
влияло на результат. Значение модуля сдвига от­
личается от заданного в расчетах меньше, чем на 
3 %, а погрешность при определении «истинно­
го» модуля упругости составляет доли процента. 

Влияние отношения модулей сдвига на по­
правку к прогибу. Во всех представленных выше 
расчетах предполагали, что модуль межслойного 
сдвига меньше «внутрислойного» модуля сдвига 
в три раза: g = GxyIGxz = 3. Однако в реальных 
композитах отношение модулей сдвига может 
сильно отличаться от принятого значения. При 
этом g входит в соотношения (29) и может влиять 
на поправку к прогибу. Для проверки этого влия­
ния для сравнения были проведены численный и 
аналитический расчеты прогиба балки при раз­
личных значениях £• (табл. 3). 

Результаты расчетов показали крайне незна­
чительное изменение прогиба при существенном 
увеличении GxyIGxz, что говорит о справедли­
вости сделанных ранее выводов даже для мате­
риалов с сильной анизотропией свойств. 

Э к с п е р и м е н т а л ь н а я п р о в е р к а в л и я н и я 
ш и р и н ы н а п р о г и б о б р а з ц а 

Классические испытания на трехточечный 
изгиб проводили на образцах из тканого стекло­
пластика. В ходе эксперимента проверяли влия­
ние ширины образца на прогиб. Для этого испы­
тывали образец шириной 30 мм при различной 
нагрузке. Затем ширину образца уменьшали пу­
тем механической обработки и снова нагружали 
его силой, уменьшенной пропорционально изме­
нению ширины. Испытания проводили при ши­
рине образца 30, 15, 10 и 5 мм, длину пролета 
(100 мм) в ходе эксперимента не изменяли. Ис­
пользование одного образца в серии испытаний 
необходимо для исключения влияния на прогиб 
таких случайных факторов, как локальные изме­
нения модуля упругости, связанные с возможны­
ми дефектами и разориентацией волокон в раз­
личных образцах. Испытания проводили на ма­
шине INSTRON, входящей в перечень оборудо­
вания ЦКП ИМАШ РАН «Наукоемкие техноло­
гии создания машин будущего». 

Таблица 5. Прогиб образцов при начальной нагрузке 
200 Н 

Table 5. Deflection of specimens at an initial load of 200 N 

W, MM Прогиб, MM Нагрузка, H 

30 

15 

10 

0,96 

0,96 

0,90 

200 

100 

67 

Результаты испытаний образцов с различной 
шириной приведены в табл. 4 и 5. 

Полученные при различных нагрузках и ши­
ринах образца значения прогиба показали несу­
щественный разброс. Явного изменения прогиба 
не обнаружено при увеличении ширины образца 
даже в шесть раз при пропорциональном увели­
чении нагрузки. Разброс в значениях прогиба в 
пределах 5 % определяется неизбежными по­
грешностями измерений. 

В ы в о д ы 

Уточненные аналитические и численные рас­
четы привели к основному выводу: при определе­
нии модуля межслойного сдвига композитов че­
рез поправку к прогибу при испытаниях на изгиб 
прямоугольных балок с различной длиной проле­
та влиянием неоднородности касательных на­
пряжений по ширине балки можно пренебречь. 
Таким образом, доказана корректность метода 
определения модуля межслойного сдвига на ос­
нове традиционной теории изгиба с учетом рас­
пределения касательных напряжений в форме 
Журавского - Тимошенко. Результаты испыта­
ний композитных балок на трехточечный изгиб 
подтвердили отсутствие влияния ширины балки 
на определяемое значение модуля межслойного 
сдвига. 
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