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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 16 èþíÿ 2015 ã.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè âûæèâà-

íèÿ ïðè íåîäíîðîäíîì öåíçóðèðîâàíèè íàáëþäåíèé ñïðàâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ

ìíîæèòåëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî è ñòåïåííîãî âèäîâ ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû òðè êëàññà

îöåíîê äâóìåðíîé ôóíêöèè âûæèâàíèÿ â îáùåé ìîäåëè çàâèñèìîãî è íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî

öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà. Îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè àíàëîãàìè èõ îäíîìåðíûõ âàðèàíòîâ. Â

÷àñòíîñòè, äîêàçàíû áëèçîñòü ýòèõ îöåíîê, ðàâíîìåðíî ñèëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü è ñëàáàÿ ñõîäè-

ìîñòü ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèÿ íàäåæíîñòè; ñëó÷àéíîå öåíçóðèðîâàíèå; èíòåãðàë-ïðîèçâåäåíèå;

ìàðòèíãàë; ãàóññîâñêîå ïîëå.

Íà ïðÿìîé ðàçëè÷àþò ìîäåëè (îäíîêðàòíîãî, ìíîãî-

êðàòíîãî è íåîäíîðîäíîãî) ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâà-

íèÿ (óñå÷åíèÿ) ñ îäíîé ñòîðîíû (ñëåâà èëè ñïðàâà), ñ

äâóõ ñòîðîí, èíòåðâàëàìè íàáëþäåíèÿ èëè íåíàáëþ-

äåíèÿ. Òàêèå äàííûå âîçíèêàþò â ìåäèêî-áèîëîãè÷å-

ñêèõ è èíæåíåðíûõ èñïûòàíèÿõ, â ñòðàõîâîì äåëå, â

ñîöèîëîãè÷åñêèõ è äåìîãðàôè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, â ÷àñòíîñòè íåïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïî íåïîëíûì (öåíçóðèðî-

âàííûì, óñå÷åííûì) íàáëþäåíèÿì, îáëàäàþò íåêîòî-

ðûìè îñîáåííîñòÿìè. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ îäíîé è òîé

æå ôóíêöèè íàäåæíîñòè â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ öåíçó-

ðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå

îöåíêè è îíè èññëåäóþòñÿ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñà-

ìîé ìîäåëè. Ïî ñòåïåíè ñëîæíîñòè è îðèãèíàëüíîñòè

ðåøàåìûõ çàäà÷ íà ïåðåäíèé ïëàí ñëåäóåò âûäâèíóòü

ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è â ìîäåëÿõ ñëó÷àéíîãî öåíçóðè-

ðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ íàáëþäåíèé ëó÷øå,

ïî-âèäèìîìó, ñîõðàíèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò â

áîëåå ïðîñòîì âèäå. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ðàç-

âèâàëèñü â îñíîâíîì íà áàçå ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðî-

âàíèÿ ñïðàâà. Áóðíîå ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè íà÷àëîñü

ñ 80-õ ãîäîâ XX âåêà áëàãîäàðÿ ðàáîòàì B. Efron,

N. Breslow, J. Crowley, A. Földes, L. Rejtõ, S. Csörgõ,

R. D. Gill è ìíîãèõ äðóãèõ. Ïî÷òè âñÿ òåîðèÿ ñòàòè-

ñòèêè ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà îñíîâàíà íà

PL (product-limit) — îöåíêå Êàïëàíà-Ìåéåðà [1] äëÿ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, õîòÿ îíà íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííîé â ýòîé ìîäåëè. Ïîäðîáíûé îáçîð èçâåñòíûõ

è ðÿäà íîâûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ PL-îöåíîê â ðàçëè÷íûõ

ìîäåëÿõ ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ íà ïðÿìîé ïðåä-

ñòàâëåíû â ðàáîòàõ [2 – 4]. Îòìåòèì, ÷òî åñëè X íåîò-

ðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ E(x) = P (X 
 x), òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà

Àëüòøóëåðà – Áðåñëîó è PL-îöåíêà Êàïëàíà – Ìåéåðà

ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè íàäåæíîñòè

1 – E(x) ÷åðåç èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòè

1
Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èì. Ì. Óëóãáåêà,

ã. Òàøêåíò, Óçáåêèñòàí; e-mail: a_abdushukurov@rambler.ru
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ãäå 0 = s0 < s1 < ... < sm = x — ðàçáèåíèå [0, x]. Îòìå-

òèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (1) (ïðè 0�0 = 0) ìîæíî çàïè-

ñàòü êàê
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 x} — ìíîæåñòâî òî÷åê ñêà÷-
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Âûðàæåíèå (2) ïîëó÷àåòñÿ òàêæå è êàê ñëåäñòâèå èç

ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìóëû Äîëåàí-Äåä äëÿ ñåìèìàð-

òèíãàëîâ [2, 3]. Ôîðìóëà (2) åäèíñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ E ÷åðåç èíòå-

ãðàëüíóþ ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòåé ËE è îíà ýêâèâà-

ëåíòíà óðàâíåíèþ òèïà Âîëüòåððà
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d= (3)

PL-îöåíêà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ E óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ (3), â êîòîðîì ËE îöåíèâàåòñÿ ñòàòèñòè-

êîé Íåëüñîíà – Àëåíà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå PL-îöåí-

êè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè åå

ñâîéñòâ òåîðèåé ìàðòèíãàëîâ, îáðàçîâàííûõ ñ÷èòà-

þùèìè ïðîöåññàìè [2 – 4].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì öåíçóðè-

ðîâàíèè íàáëþäåíèé ñïðàâà èìåþòñÿ òàêæå ñòåïåí-

íûå îöåíêè Àáäóøóêóðîâà (1998 ã.) à òàêæå Àáäó-

øóêóðîâà – ×åíãà — Ëèíà (1984 ã.) â ñïåöèàëüíîé

ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé, êîòîðûå

îáëàäàþò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïî-

íåíöèàëüíîé è PL-îöåíêîé. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

âñåõ ýòèõ ñòàòèñòèê ïðèâåäåí â îáçîðíîé ðàáîòå [4].

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî ïî-

ñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ îöåíîê äâóìåðíûõ ôóíê-

öèé íàäåæíîñòè ïî öåíçóðèðîâàííûì ñïðàâà íàáëþ-

äåíèÿì.

Îöåíèâàíèå ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè íàäåæíîñòè

ïðè ñëó÷àéíîì öåíçóðèðîâàíèè íàáëþäåíèé

Â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé çàäà÷è íå-

ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ åùå áîëåå

ñëîæíûìè, òàê êàê â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ öåíçóðèðî-

âàííûõ íàáëþäåíèé íå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîãî ïîä-

õîäà ê îöåíèâàíèþ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè íàäåæíîñòè.

Îòìåòèì ïóáëèêàöèè [5 – 13], â êîòîðûõ òàêèå çàäà÷è

ðàññìàòðèâàëèñü â ñïåöèàëüíûõ ìîäåëÿõ ìíîãîìåðíî-

ãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà. Áûëè ïîñòðîåíû è ÷àñòè÷-

íî èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåí-

êè ìíîæèòåëüíîé ñòðóêòóðû äëÿ ôóíêöèè íàäåæ-

íîñòè. Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îöåíîê

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíòåãðàë-ïðîèçâåäåíèå â ìíîãî-

ìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè.

Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè îöåíèâàíèè ìíîãî-

ìåðíûõ ôóíêöèé íàäåæíîñòè ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ

â ðàáîòàõ Ãèëëà [14, 15]. Îí îòìå÷àåò, ÷òî ïðè ìíîãî-

ìåðíîì öåíçóðèðîâàíèè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü è èñ-

ñëåäîâàòü îöåíêè ïðè ïîìîùè òåîðèè ìàðòèíãàëîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî, â ìíîãî-

ìåðíîì ñëó÷àå íåò êàíîíè÷åñêîãî ñïîñîáà îïðåäåëå-

íèÿ ïîíÿòèé «ïðîøëîãî», «íàñòîÿùåãî» è «áóäóùå-

ãî», íà êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ ìàðòèíãàë-ïðîöåññ.

Ïîýòîìó ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ìíîãîìåðíîì ñëó-

÷àå íåò óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ è èññëå-

äîâàíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê ôóíêöèé íàäåæ-

íîñòè ïî íåïîëíûì íàáëþäåíèÿì. Â äàííîé ðàáîòå

ïðèâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ íåïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ îöåíîê òðåõ òèïîâ äëÿ äâóìåðíîé ôóíê-

öèè íàäåæíîñòè â îáùåé ìîäåëè çàâèñèìîãî è íå-

îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà. Ðàñ-

ñìîòðåíèå íàìè äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ è öåíçóðèðîâàíèÿ

ñïðàâà îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü óïðîùåíèåì äîâîëüíî ãðî-

ìîçäêèõ ôîðìóë è òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê, âîçíèêà-

þùèõ ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîìåðíûõ ñõåì.

Ïóñòü { ( , )}X X X
i i i i
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/

1 2 1
— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äâóìåðíûõ

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

íàäåæíîñòè F (s; t) = P (X11 > s, X21 > t), (s, t) # R2. Ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíçóðèðóåòñÿ ñïðàâà ïîñëåäî-
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íåçàâèñèìûõ äâóìåð-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ôóíêöèÿìè íàäåæíîñòè
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1 2 1
(s, t) # R2. Ñòàòèñ-

òè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîâà, ÷òî â n øàãå èñïûòàíèé íà-

áëþäàåòñÿ âûáîðêà V (n) = {(Zi, Äi ), 1 
 i 
 n}, ãäå Zi =

= (Z1i , Z2i ), Äi = (ä1i , ä2i ), Zki = min(Xki, Yki ) è äki =

= I (Zki = Xki ), k = 1, 2. Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíèâàíèè F

ïî âûáîðêå V (n) ïðè ìåøàþùèõ ôóíêöèÿõ G(1), G(2).

Ïóñòü H(i)(s, t) = P (Z1i > s, Z2i > t), (s, t) # R2. Ðàññìà-

òðèâàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìîäåëüþ äâó-

ìåðíîãî íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

ñïðàâà, ãäå âåêòîðû Xi è Yi ìîãóò áûòü è çàâèñèìûìè.

Àíàëèç èìåþùåéñÿ ëèòåðàòóðû ïî èññëåäîâàíèÿì

â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü

îáîáùåííîãî äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

ðàíåå íèêåì íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ïðåäëàãàåìûå íàìè îöåíêè äëÿ F áóäóò ïîñòðîå-

íû ïðè ïîìîùè îöåíèâàíèÿ äâóìåðíîé èíòåãðàëüíîé
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ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòåé – log F (s, t) = L(s, t). Îïðå-

äåëèì óñðåäíåííûå ôóíêöèè

G s t
n

G s t
n

i

i

n

( )
( )

( , ) ( , ),�

�

�

1

1

H s t
n

H s t
n

i

i

n

( )
( )

( , ) ( , ),�

�

�

1

1

M s t
n

M s t
n

i

i

n

( )
( )

( , ) ( , ),�

�

�

1

1

N s t
n

N s t
n

i

i

n

( )
( )

( , ) ( , ),�

�

�

1

1

~
( , )

~
( , ),

( )
( )

M s t
n

M s t
n

i

i

n

�

�

�

1

1

~
( , )

~
( , ),

( )
( )

N s t
n

N s t
n

i

i

n

�

�

�

1

1

ãäå

M(i)(s, t) = P (Z1i 
 s, Z2i > t), N(i)(s, t) = P (Z1i > s, Z2i 
 t),

~
( , ) ( , , ),

( )
M s t P Z s Z t

i i i i
� 
 5 �

1 2 1
1�

~
( , ) ( , , ).

( )
N s t P Z s Z t

i i i i
� 5 
 �

1 2 2
1�

Ââåäåì ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ôóíêöèè èíòåíñèâ-

íîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííûì ðàíåå óñðåä-
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2

n
n

n
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�

�
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4
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à òàêæå èõ îöåíêè ïî âûáîðêå V (n):

=
?n

n

n

s

s t
M u t

H u t
( , )

( , )
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�
�/

4

d
=
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n
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s t
N s v

H s v
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�
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~
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~
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�
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( , )

~
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�
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Çäåñü

M s t
n

I Z s Z t
n i

i

n

( , ) ( , ),� 
 5

�

�

1
1 2

1

N s t
n

I Z s Z t
n i i

i

n

( , ) ( , ),� 5 


�

�

1
1 2

1

~
( , ) ( , , ),M s t

n
I Z s Z t

n i i i

i

n

� 
 5 �

�

�

1
1

1 2 1

1

�

~
( , ) ( , , )N s t

n
I Z s Z t

n i i i

i

n

� 5 
 �

�

�

1
1

1 2 2

1

� —

ýìïèðè÷åñêèå àíàëîãè âûøåîïðåäåëåííûõ óñðåäíåí-

íûõ ôóíêöèé M (n)(s, t), N (n)(s, t),
~

( , )
( )

M s t
n è

~
( , )

( )
N s t

n .

Ïóñòü

= = =
( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ),
n n n

s t s s t� �/ �
1 2

~
( , )

~
( , )

~
( , ),

( ) ( ) ( )
= = =

n n n
s t s s t� �/ �

1 2

= = =
n

n n
s t s s t( , ) ( , ) ( , ),� �/ �

1 2

~
( , )

~
( , )

~
( , ).= = =

n

n n
s t s s t� �/ �

1 2

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ ø(s, t) çàïèøåì:

ø(Äs, t) = ø(s, t) – ø(s–, t), ø(s, Ät) = ø(s, t) – ø(s, t–).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè F (s, t) ïî-

ñðåäñòâîì îöåíèâàíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ òðåõ

òèïîâ:

F s t s t s
n n n

1 1 2

( ) ( ) ( )
( , ) exp[

~
( , )] exp{ [

~
( , )

~
� � � � �/ �= = =

( )
( , )]};

n
s t

F s t c s
n n

2 1

( ) ( )
( , ) exp{ [

~
( , )]}� � �/ �=

� � �/ � � �


 


> >[
~

( , )] exp{ [
~

( , )]} (
( ) ( )

1 1
1 2

= � =
n

u s

n

v t

u c s t
~

( , ));
( )

= �
2

n
s v

F s t H s t
n n R s t

n

3

( ) ( ) ( , )
( , ) [ ( , )] ,

( )

� (4)

ãäå R s t
s t

s t

n

n

n

( )

( )

( )
( , )

~
( , )

( , )
.�

=

=

Ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêà-

ìè ôóíêöèîíàëîâ (4) ÿâëÿþòñÿ

F s t s t s s t
n

n

n n

1 1 2
( , ) exp(

~
( , )) exp(

~
( , )

~
( , ))� � � � �/ �= = = ),

F s t u s v
n n

u s

n

v t

2 1 2
1 1( , ) (

~
( , )) (

~
( , )),� � �/ �


 


> >= � = �

F s t H s t
n

n

R s t
n

3
( , ) [ ( , )] ,

( , )
� (5)

ãäå R s t
s t

s t
n

n

n

( , )

~
( , )

( , )
.�

=

=

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà

îöåíîê (5). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îöåíè-

âàòü ðàçíîñòü ìåæäó îöåíêàìè.

Òåîðåìà 1 [2, 3, 16]. Äëÿ âñåõ (s, t) # (–/, Z1(n)) ×

× (–/, Z2(n)):

I) 0
1

1 2

 � �

�

�

�

�

�

�F s t F s t O
n

n n
( , ) ( , ) , ï.í.;

II) |F1n (s, t) – F3n (s, t)| 
 ðn (s, t), ï.í.;

III) | ( , ) ( , )| ( , ) ,F s t F s t s t O
n

n n n3 2

1
� 
 �

�

�

�

�

�

�< ï.í.,

ãäå ðn(s, t) = |– log Hn(s, t) – Ën(s, t)|; Zm(1) 
 ... 
 Zm(n) —

âàðèàöèîííûé ðÿä, ïîñòðîåííûé ïî Zmj, m = 1, 2;

j = 1, ..., n.

Äàëåå ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðn(s, t) ñõî-

äèòñÿ ê íóëþ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èò áëè-

çîñòü îöåíîê Fmn (s, t), m = 1, 2, ñ F3n(s, t). Äëÿ ôóíêöèè

K (s, t) # [0, 1], (s, t) # R2 îáîçíà÷èì Supp (K ) =

= {(s, t) # R2: 0 < K (s, t) < 1}. Èññëåäîâàíèÿ äàëüíåé-

øèõ ñâîéñòâ îöåíîê (5) òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ ñëå-

äóþùèõ óñëîâèé:

�� �������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� ��



1) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( , )
( )

n

n
G s t

�/

= G (s, t) #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp(G ), ãäå G (s, t) íå âîçðàñòàåò

è íåïðåðûâíà ñëåâà ïî îáîèì àðãóìåíòàì;

2) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( , )
( )

n

n
H s t

�/

= H(s, t) #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp(H ), ãäå H(s, t) íå âîçðàñòàåò

è íåïðåðûâíà ñëåâà ïî îáîèì àðãóìåíòàì;

3) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( , ) ( , )
( )

n

n
N s t N s t

�/

� #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp(N );

4) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( , )
( )

n

n
M s t

�/

= M s t( , ) #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp(M );

5) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
~

( , )
~

( , )
( )

n

n
N s t N s t

�/

� #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp N(
~

);

6) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
~

( , )
~

( , )
( )

n

n
M s t M s t

�/

� #

# [0; 1] äëÿ (s, t) # Supp M(
~

).

Ïóñòü Q = Supp(n) # Supp(M ) # Supp N(
~

) #

#Supp M(
~

) # 	. Ââåäåì ôóíêöèè
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~
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Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàéäåíû ðàâíîìåðíî-ñèëü-

íûå ïðåäåëû òðåõ êëàññîâ ñòàòèñòèê (5).

Òåîðåìà 2 [2, 3, 16].

I) Â óñëîâèÿõ 2, 5 è 6 ïðè m = 1, 2 ïîëó÷èì

P F s t s t
n s t Q

mn
lim | ( , ) exp(

~
( , ))|

( , )�/
#

� � �

�

�

�
�

�

�

�sup = 0
�
�1;

II) â óñëîâèÿõ 2 – 6

P F s t s t
n s t Q

n
lim | ( , ) ( , )| ,

( , )�/
#

� �

�

�

�
�

�

�

�
�
�sup Ã

3
0 1

ãäå Ã(s, t) = [H(s, t)]R(s, t), R (s, t) =
~

( , )[ ( , )] .= =s t s t
�1

Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäåëàìè ñòàòèñòèê

(5) ìîãóò áûòü ôóíêöèîíàëû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷-

íûå, íå ñîâïàäàþùèå ñ îöåíèâàåìîé ôóíêöèåé F (s, t).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïåðå÷èñëåíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 [2, 3, 16]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ {Xi, i � 1} è {Yj, j � 1} íåçàâèñè-

ìû, òîãäà:

I) exp(
~

( , ))�= s t " F (s, t), (s, t) # Q;

II) â óñëîâèÿõ 1, 2, ãäå G (s, t) — íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ,

H(s, t)R(s, t)
# F (s, t), (s, t) # Q.

Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåì 2 è 3 ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ

ñòðîãàÿ ñõîäèìîñòü îöåíîê Fmn(s, t), m = 1, 2, 3, ê îä-

íîìó è òîìó æå ïðåäåëó F (s, t). Â ýòèõ æå óñëîâèÿõ

ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ê íóëþ è ôóíêöèè

ðn(s, t) èç òåîðåìû 1 ïðè n � /. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó

íåïðåðûâíîñòè H(s, t) äëÿ âñåõ (s, t) # Q #

# [(–/; Z1(n)) × (–/; Z2(n))] = Qn

ðn(s, t) 
 |– log Hn(s, t) + log H(n)(s, t)| +

+ |– log H(n)(s, t) + log H(s, t)| + |– log H(s, t) –

� � � �

�/

= = =
( ) ( ) ( )

( , )| | ( , ) ( , )| —
n n n

n

s t s t s t

ï. í

0

ñîãëàñíî çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà è ââèäó óñëî-

âèé 1 – 4. Åñëè åùå è ïðåäïîëàãàòü îäèíàêîâóþ ðàñ-

ïðåäåëåííîñòü ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{Yi , i � 1}, òî

sup sup

( , ) ( , )

( , ) | log ( , ) log ( , )

s t Q

n

s t Q

n
s t H s t H s t

# #


 � �< |�

� � � � �

�

�

�

�
#

sup

ï. í

( , )

| log ( , ) ( , )| —
loglog

s t Q

n
H s t s t O

n

n
=

�

�

�

�
.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàéäåíû óñëîâèÿ ðàâíîìåð-

íîé ñòðîãîé ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê (5), êîãäà öåíçî-

ðû ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè, îäíàêî íå

îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûìè îò öåíçóðèðóåìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 4 [2, 3, 16]. Ïóñòü ïàðû {(Xi, Yi), i � 1}

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è äëÿ ñëó÷àÿ m = 3 ôóíêöèÿ

G (s, t) = P (Y11 > s, Y21 > t) íåïðåðûâíà. Ïðè m = 1, 2, 3

ðàâåíñòâà

P F s t F s t
n s t Q

mn
lim | ( , ) ( , )|

( , )�/
#

� �

�

�

�
�

�

�

�
�
�sup 0 1 (6)

èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ

(s, t) # Q

P Y s X s P Y s X s

P Y s Y t X s X

( ) ( ),

( , ,

11 11 11 11

11 21 11 21

� � � � 5

5 � 5 � �

� 5 � 5 5

'

(

,

)
,

t

P Y s Y t X s X t

)

( , , ).
11 21 11 21

(7)

Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïàðà (X11, Y11)

ïåðâûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ X1 = (X11, X21) è Y1 =

= (Y11, Y21) íå çàâèñèò îò ïàðû (X21, Y21) âòîðûõ êîì-

ïîíåíò, òî ñèñòåìó (7) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

P Y s X s P Y s X s

P Y t X t P Y t X

( ) ( ),

( ) (

11 11 11 11

21 21 21

� � � � 5

� � � �
21

5

'

(

)
t ).

(8)

Ïðèìåð. Ïóñòü ïàðû {(Xk1, Yk1), k = 1, 2} èìåþò

äâóìåðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè íàäåæíîñòè
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Ìàðøàëëà – Îëêèíà ñ ïàðàìåòðàìè {(ë1k, ë2k, ë3k),

k = 1,2} ñîîòâåòñòâåííî:

P (Xk1 > s, Y2k > t) = exp{– ë1,ks – ë2,k – ë3,k max {s, t}},

ãäå (s, t) # [0; /) × [0, /). Çàìåòèì, ÷òî ìàðãèíàëüíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ Xk1 è Yk1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðîÿòíîñòè â ñèñòå-

ìå (8) ñ îáåèõ ñòîðîí ðàâåíñòâ ðàâíû exp(–ë2,1s) è

exp(–ë2,2t) ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (7)

èìååò ìåñòî.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ñëàáîé ñõî-

äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

l s t
n F s t F s t

F s t
mn

mn m

m

( , )
[ ( , ) ( , )]

( , )
,�

�

m = 1, 2, 3, n � 1,

ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëüíûì ãàóññîâñêèì ïîëÿì.

Òåîðåìà 5 [2, 3, 16]. Ïóñòü ïàðû {(Xi, Yi), i � 1}

ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî, ïðè ýòîì {Xi, i � 1} è

{Yi, i � 1} âçàèìîíåçàâèñèìû. Òîãäà ïðè n � / â

ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà D2(Supp(H )) ñïðàâåäëèâû

ñõîäèìîñòè

l W
mn

D

( ; ) ( ; ),� � A � � m = 1, 2, è l W
n

D

3
( ; ) * ( ; ),� � A � �

ãäå W (s, t) è W*(s, t) — ãàóññîâñêèå ïîëÿ ñ íóëåâû-

ìè ñðåäíèìè è ðàçëè÷íûìè êîâàðèàöèîííûìè ôóíê-

öèÿìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû

îáîáùåíû è íà ñëó÷àé ñëó÷àéíîãî ïóàññîíîâñêîãî

îáúåìà âûáîðêè. Â ðàáîòå [17] àâòîðàìè ðàññìîòðåíû

çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé íàäåæíî-

ñòè â çàâèñèìûõ ìîäåëÿõ ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîïóëà ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëü-

òàòû (òåîðåìû 3 – 5) äëÿ ñòàòèñòèê (5) äàþò îñíîâàíèÿ

äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè îöåíèâàíèè äâóìåðíîé

ôóíêöèè íàäåæíîñòè F (s, t) ïðè ñëó÷àéíîì öåíçóðè-

ðîâàíèè ñïðàâà íàáëþäåíèé.
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