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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 15 ÿíâàðÿ 2015 ã.

Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîì óðàâíåíèè êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû [1] äîïóùåíà îøèáêà —

íà ìåìáðàíû äåéñòâóþò íå ðàñòÿãèâàþùèå ñèëû, à ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ. Åå èñïðàâëåíèå

ïîçâîëÿåò âûâîäèòü óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êðóãëîé ìåìáðàíû ñ ó÷åòîì åå ìå-

õàíè÷åñêèõ è ðåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé êðóã-

ëîé ìåìáðàíû, à òàêæå îïðåäåëåíû åå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêèõ è ðåîëîãè÷å-

ñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Â ñëó÷àå ëèíåéíî-óïðóãîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷å-

íû óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû, à òàêæå åå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè îò

êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ó÷åòó ïîëçó÷åñòè êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà

ìåìáðàíû ïî òåõíè÷åñêîé òåîðèè ñòàðåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë; ïðèáëèæåíèå ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà

Êðàâ÷óêà – Òàðàñþêà; ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ; êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò; ëèíåéíî-óïðóãèé

ìàòåðèàë; êâàçèóïðóãèé îäíîðîäíî-ñòàðåþùèé ìàòåðèàë.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé êîëåáà-

íèÿ — âûâîä óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû

[1, 2]. Â îñíîâíîì ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àþò ïðîñòîé

çàìåíîé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò íà îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò [2].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí âûâîä óðàâíåíèÿ êî-

ëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû ïðè äåéñòâèè ïîñòîÿííîé

ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè íåïîñðåäñòâåííî â ïîëÿðíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âñå

îñîáåííîñòè íàãðóæåíèÿ ìåìáðàíû è ó÷åñòü åå ìåõà-

íè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî,

÷òî ïðè âûâîäå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ

ìåìáðàíû äîïóùåíà îøèáêà â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè

[1] — íà ìåìáðàíû äåéñòâóþò íå ðàñòÿãèâàþùèå ïî-

ñòîÿííûå ïî âåëè÷èíå ñèëû, à ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿ-

æåíèÿ. Èñïðàâëåíèå ýòîé îøèáêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü

óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû

ïåðåìåííîé òîëùèíû â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, à

òàêæå ó÷èòûâàòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ìåì-

áðàíû â ñëó÷àå åå ïîñòîÿííîé òîëùèíû.

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà íàìè

óñòàíîâëåíà îøèáî÷íîñòü çàìåíû x = î2 â óðàâíåíèè

êîëåáàíèÿ ïîäâåøåííîé çà îäèí êîíåö âåñîìîé íèòè

äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ [3]. Ýòà çàìåíà ïðè-

âîäèò ê íåâåðíîé ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

Ïîñêîëüêó ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâ-

íåíèå ïîäâåøåííîé íèòè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ óðàâ-

íåíèåì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êðóãëîé ìåìáðàíû, òî

ïðè åãî ðåøåíèè èñïîëüçóåì ïëàí, èçëîæåííûé â ðà-

áîòå [2].

Âûâîä îòêîððåêòèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ

êðóãëîé îäíîðîäíîé ìåìáðàíû ïðè äåéñòâèè ïîñòîÿí-

íûõ ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ

íàèáîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû âûâîäà óðàâíåíèÿ, áëèçêîé

ê èçëîæåííîé â [1], èñïðàâëÿÿ äîïóùåííûå òàì îøèá-

êè. Ïóñòü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íàòÿíóòàÿ êðóãëàÿ

ìåìáðàíà ðàäèóñîì R ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî

îñè 0z öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþ-

ùåéñÿ îñüþ ñèììåòðèè äàííîé ìåìáðàíû. Äîïóñòèì,

÷òî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ òî÷êà (0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì

ìåìáðàíû, ïðè ýòîì îò óãëà ö öèëèíäðè÷åñêîé ñèñ-

òåìû êîîðäèíàò â ñèëó ñèììåòðèè ìåìáðàíû è ñèì-

ìåòðèè ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé ðåøåíèå çàäà÷è íå çà-

âèñèò. Ïóñòü êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû ïðîèñõîäÿò â íà-

ïðàâëåíèè 0z. Êàæäàÿ òî÷êà ìåìáðàíû ñìåùàåòñÿ

ëèøü ïàðàëëåëüíî îñè 0z è ýòî ïåðåìåùåíèå â ìîìåíò

âðåìåíè t îáîçíà÷èì u(r, t).

Ñëåäóÿ ðàáîòå [1], ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ ðàññìîò-

ðèì âíóòðåííèé ýëåìåíò ìåìáðàíû, ñîîòâåòñòâó-

þùèé èíòåðâàëó (r1, r2) íà îñè 0r è óãëàì (ö1, ö2)

(ðèñ. 1, 2). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ t. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ìåìáðàíà èìååò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó h,

òîãäà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ 0r ñå÷åíèÿ

S (r ) âûäåëåííîãî ýëåìåíòà ìåìáðàíû ñîñòàâèò S (r) =

= hr(ö2 – ö1). Âû÷èñëèì äëèíó ýëåìåíòà ìåìáðàíû

âäîëü íàïðàâëåíèÿ 0r, ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëó

(r1, r2) [4]:
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ÿííóþ äëèíó r2 – r1 òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (#u�#r)2
� 1, ñâèäåòåëüñòâóþùåå, ÷òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè á — óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê

îáðàçóþùåé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ u(r, t) è îñüþ 0r,

òî tg(á) = #u�#r, cos(á) =1 1
2

� # #( ) ,u r sin(á) =

�
# #

� # #

u r

u r1
2

( )

. Ïðè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

cos(á) � 1, à sin(á) � #u�#r.

Ïóñòü ó
r

— ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå íàòÿæåíèÿ

ìåìáðàíû íà ãðàíèöàõ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî îòðåçêàì (r1, r2) è óãëàì (ö1, ö2) (ñì.

ðèñ. 2). Òîãäà âåëè÷èíà èíòåãðàëüíîé ñèëû, äåéñòâó-

þùåé â ïëîñêîñòè r0z è ïðèëîæåííîé ê ëþáîé èç ñòî-

ðîí ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà, îïðåäåëèòñÿ âûðàæå-

íèåì T (r) = (ö2 – ö1)rhó
r
. Âåðòèêàëüíàÿ ñèëà, äåé-

ñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò ìåìáðàíû, â ñèëó îñåñèì-

ìåòðè÷íîñòè çàäà÷è ñîñòàâèò [2]:
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Ïîäñòàâëÿÿ â (2) çíà÷åíèÿ T (r), âû÷èñëåííûå íà êîí-

öàõ èíòåðâàëà (r1, r2), ïîëó÷èì
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Âûðàæåíèå (3) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó-

÷åííîãî â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [1]. Ýòî ïåðâàÿ èñ-

ïðàâëåííàÿ îøèáêà â âûâîäå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ

êðóãëîé ìåìáðàíû ïðè äåéñòâèè ïîñòîÿííîé ðàñòÿãè-

âàþùåé íàãðóçêè. Îòðèöàòåëüíûé çíàê ïîÿâëÿåòñÿ

â ñóììå ñèë (3) èç-çà òîãî, ÷òî ñèëà â òî÷êå r1 íàïðàâ-

ëåíà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ êàñàòåëüíîé #u�#r

(ñì. ðèñ. 1).

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âòîðîé îøèáêè ïðè âû-

âîäå óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êðóãëîé

ìåìáðàíû. Ïóñòü ñ — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ìåìáðà-

íû. Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ èíåðöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà ìåìáðàíû (ñì. ðèñ. 1, 2)

îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé
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Èñõîäÿ èç áàëàíñà äåéñòâóþùèõ íà ýëåìåíò ìåìáðà-

íû ñèë, èç âûðàæåíèé (2) – (4) ïîëó÷èì
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Óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò ìåìáðàíû (r1, r2) íà-

ñòîëüêî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà [4]
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ãäå r0 * (r1, r2) — íåêîòîðàÿ òî÷êà, òî èç (7) ñëåäóåò

îáùåèçâåñòíîå ëîêàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ êðóã-

ëîé ìåìáðàíû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ðàñòÿãè-

âàþùåãî íàïðÿæåíèÿ:
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ãäå a
2 = ó

r
�ñ (çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà a

èñïîëüçóåòñÿ íàïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ êðóãëîé ìåì-

áðàíû, à íå ñèëà, êàê â ðàáîòå [1, 2]).
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Ðèñ. 1. Ñõåìà äâèæåíèÿ ýëåìåíòà ìåìáðàíû, ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî èíòåðâàëó (r1, r2), ñ äåéñòâóþùèìè íà êîíöàõ ñèëàìè, çàìå-

íÿþùèìè îòáðîøåííûå ÷àñòè ìåìáðàíû
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Ðèñ. 2. Âèä ñâåðõó ýëåìåíòà ìåìáðàíû ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãè-

âàþùèõ ñèë



Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî êîëåáàíèÿ êðóãëîé

ìåìáðàíû ñ îäíèì çàêðåïëåííûì êðàåì. Äëÿ ñëó÷àÿ

âåñîìîé íèòè ñëåäîâàòü ìåòîäè÷åñêîìó ïîäõîäó, èçëî-

æåííîìó â ìîíîãðàôèè [3], íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó

ïðè èñïîëüçîâàíèè çàìåíû r = î2 ïîëó÷àåòñÿ âûðàæå-

íèå, â êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû áóäóò èìåòü ðàç-

ìåðíîñòü ì�ñ, à íå ñ–1. Ïîýòîìó áóäåì ïðèäåðæè-

âàòüñÿ ïëàíà, èçëîæåííîãî â ðàáîòå [2].

Ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèå (8) ñ ïðèíÿòûìè íà÷àëüíûìè

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè èìååò âèä
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1

(9)

ãäå u
i
(r, t) = X

i
(r)È

i
(t) — ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî i =1,+,

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (8). Ïîäñòàâëÿÿ u
i
(r, t)

â (8), ïîëó÷èì

1 1 1 1

2

2

2
a t

d t

dt r X r r

r

X r

r
i

i

i

i

,

,

( )

( )

( )

( )
.�

$

%
&

'

(
)

d

d

d

d
(10)

Ìåñòî êîýôôèöèåíòà a
2 â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (10)

ãàðàíòèðóåò âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî íàòÿæåíèÿ è

ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà òîëüêî íà ÷àñòîòíûé ñïåêòð

ìåìáðàíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî (10) âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà

�i îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå —

	
i

2 [2]. Òàêèì îáðàçîì, èç (10) ïîëó÷èì äâà íåçàâèñè-

ìûõ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ X
i
(r) è È

i
(t):

d

d

d

d

2

2

2
1

0
X r

r r

X r

r

X r
i i

i i

( ) ( )
( ) ,� � �	

d

d

2

2

2 2
0

,

,
i

i i

t

t

a t

( )
( ) .� �	 (11)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (11) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

[2, 4]

X r C J r C Y r
i i

r

i i

r

i
( ) ( ) ( ),

, ,
� �

1 0 2 0
	 	 (12)

,
i i

t

i i

t

i
t C at C at( ) cos( ) sin( ),

, ,
� �

1 2
	 	 (13)

ãäå J0(	i
r) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî

ïîðÿäêà; Y0(	i
r) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà; C

m i m

r

, ( , )�1 2
è C

m i m

t

, ( , )�1 2
— ïðîèçâîëü-

íûå êîíñòàíòû. Ïîñêîëüêó lim ( ) ,
r

i
Y r

�

� �+

0
0
	 ýòà ôóíê-

öèÿ îïðåäåëÿåò ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíîå ïîâåäåíèå

öåíòðà ìåìáðàíû (áåñêîíå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ â öåí-

òðå) è, â ÷àñòíîñòè, ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçå î òîì, ÷òî

(1) ðàâíî r2 – r1, ñëåäîâàòåëüíî C
i

r

2,
= 0.

Èñõîäÿ èç êðàåâîãî óñëîâèÿ íåïîäâèæíîñòè êðàÿ

êðóãëîé ìåìáðàíû, ïîëó÷àåì u|
r = R

= 0. Èç îáùåãî

âèäà ðåøåíèÿ (9) è êîíêðåòíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ X
i
(r)

(12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïðèâåäåííîãî

âûøå êðàåâîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü óðàâíåíèå

J0(ëi
R ) = 0. (14)

Èçâåñòíî, ÷òî (14) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåùåñò-

âåííûõ êîðíåé ì
i
[2], ïîýòîìó äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñ-

ëîâèÿ íåïîäâèæíîñòè êðàÿ êðóãëîé ìåìáðàíû äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ë
i
= ì

i
�R .

Îòìåòèì, ÷òî (11) — ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. äëÿ ïîñòðîåíèÿ èõ åäèí-

ñòâåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äâà

êðàåâûõ è äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ. Îäíàêî èñêëþ-

÷åíèå èç ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèè Y0(ëi
r) èñõîäÿ èç

î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé ôèçè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ðåàëüíîìó ïðîöåññó êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû,

ñîêðàùàåò êîëè÷åñòâî êðàåâûõ óñëîâèé äî îäíîãî —

íåîáõîäèìîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî

C
i

r

1,
= 1. Òîãäà ðåøåíèå (8) â âèäå (9) áóäåò èìåòü ñëå-

äóþùèé âèä [2]:

u r t( , ) �

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

� �
�

�

�
�

J

R

r C

R

at C

R

at
i

i

t i

i

t i

0 1 2

� � �

, ,
cos sin

�

�

$

%

&

'

(

)

�

+



i 1

. (15)

Ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñâîáîäíûõ êîëå-

áàíèé ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ïîëó÷àåì, ÷òî

u|
t = 0 = f (r�R ) è #u�#t|

t = 0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, C
i

t

2,
= 0

( , )i � +1 è óðàâíåíèå (15) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó [2]

u r t J

r

R

C

R

at
i i

t i

i

( , ) cos ,
,

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

+


 0 1

1

�

�

(16)

ãäå C

J

xf x J x x
i

t

i

i1

1
2

0

0

1

2

,
( )

( ) ( ) ,�
�

	

� d x = r�R .

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé êðóãëîé ìåìáðàíû îïðåäåëÿþòñÿ âûðà-

æåíèåì

-

� �

�
i

i r

R

� . (17)

Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ ó
r

ðàñòÿæåíèÿ ïî ðàäè-

àëüíîé äåôîðìàöèè å
r

êðóãëîé ìåìáðàíû ïðè îòñóò-

ñòâèè ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ â åå ìàòåðèàëå. Ïóñòü

ðàäèàëüíîå óâåëè÷åíèå êðóãëîé ìåìáðàíû ïðè åå íà-

òÿãèâàíèè ñîñòàâëÿåò Ä ìåòðîâ, òîãäà íà êðàþ ìåìáðà-

íû àêñèàëüíûå äåôîðìàöèè åö|
r = R

= Ä�R [5]. Ïðåäïî-

ëàãàÿ, ÷òî åö — êîíñòàíòà âíóòðè ðàäèàëüíî ðàñòÿíó-

òîé ìåìáðàíû, íåñëîæíî ïîêàçàòü íà îñíîâàíèè óðàâ-

íåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé êðóãëîé ìåìáðàíû

äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, ÷òî å
r

= åö [5]. Îòìå-

òèì, ÷òî äåôîðìàöèè ñäâèãà îòñóòñòâóþò â îñåñèì-

ìåòðè÷íîì ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî íàòÿæåíèÿ êðóãëîé

ìåìáðàíû. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ó
z

= 0. Ýòî óñëî-

âèå â çàâèñèìîñòè îò óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ áóäåò ïðè-

âîäèòü ê ðàâíîìåðíîìó (îäèíàêîâîìó âî âñåõ òî÷êàõ

�������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� �� CC



(r, ö) ìåìáðàíû) èçìåíåíèþ åå òîëùèíû, ÷òî íèêàê íå

ñêàæåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ âûâîäà óðàâíåíèÿ (8).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå óïðóãîé èçîòðîïíîé

îäíîðîäíîé ìåìáðàíû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû

ïî ðåçóëüòàòàì åå ðàäèàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ Ä [5]:

ó
r

– íóö = EÄ�R,

óö – íó
r

= EÄ�R, (18)

ãäå E — ìîäóëü óïðóãîñòè; í — êîýôôèöèåíò Ïóàññî-

íà. Ðåøåíèåì (18) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

� �

.
�r

E

R

� �

�1

/
. (19)

Òîãäà èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

êîëåáàíèÿ êðóãëîé çàêðåïëåííîé ïî êðàþ ìåìáðàíû

ñîñòàâÿò

-

�

. �
i

i

R

E

R

�

�1

/
.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà

ìåìáðàíû ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû îòñóòñòâèÿ â

òåëå äåôîðìàöèé ñäâèãà [6]:

ó
r

– óñð = 2G0(å
r

– åñð),

óö – óñð = 2G0(åö – åñð),

ó
z

– óñð = 2G0(å
z

– åñð), (20)

ãäå óñð = (ó
r

+ óö + ó
z
)�3; åñð = (å

r
+ åö + å

z
)�3; G — ìî-

äóëü ñäâèãà; 0() — íåëèíåéíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-

þùàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ ïîäñòà-

íîâêè ó
z

= 1 è 0 = I (I — òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ), íå-

âîçìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ (18) äëÿ ëèíåéíîãî

ñëó÷àÿ, äàæå åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

åñð = 0 â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñëó÷àå [6 – 9]. Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãèïîòåçû åñð = 0 äëÿ

ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ [6 – 9] èç (20) ïîëó-

÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ å
z
, òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, å

z
= –(å

r
+ åö),

à ñ äóãîé — �

� �

z

z

G

�0

��

�

�
�

�

�

�
�

�1

2

ñð
, ÷òî, î÷åâèäíî, äà-

ëåêî íå îäíî è òî æå ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå 0().

Òàêèì îáðàçîì, â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì â ëèòåðà-

òóðå àäåêâàòíûõ îáùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ

îñåñèììåòðè÷íîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

ðàäèàëüíî ðàñòÿíóòîé êðóãëîé ìåìáðàíû ïðîâåäåì

ýâðèñòè÷åñêèé àíàëèç åå íàïðÿæåííîãî óïðóãîïëàñ-

òè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Èñõîäÿ èç òîãî ôàêòà, ÷òî â îñå-

ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äå-

ôîðìàöèé áóäåò äàâàòü îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò

å
r

= åö = Ä�R [5] íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà äåôîðìàöèé,

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äåôîð-

ìàöèè ìåìáðàíû ìîæíî îïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì

áèëèíåéíîé äèàãðàììû Ïðàíäòëÿ:
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(21)

ãäå óò — ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà; Eò — êàñàòåëü-

íûé ìîäóëü ïëàñòè÷íîñòè.

Èç (21) î÷åâèäíî, ÷òî åñëè / 1
�

R

E

1 .
�

ò
, òî ñîá-

ñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû èç èäåàëüíî

óïðóãîïëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà (Eò = 0) ñîñòàâÿò

-

� �

�
i

i

R

�
ò

.

Àíàëîãè÷íî áèëèíåéíóþ äèàãðàììó (21) ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé óïðóãîé

äåôîðìàöèè ìåìáðàíû. Â ñëó÷àå ãèïåðýëàñòè÷íûõ

ìàòåðèàëîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåéòè ê èñïîëüçîâà-

íèþ ìíîãîëèíåéíîé äèàãðàììû.

Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ ó÷åòîì ðåî-

ëîãèè îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ìåìáðàíû. Ïðåäïîëà-

ãàÿ, ÷òî âñå ðåîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû â ìåìáðàíå ÿâëÿ-

þòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèìè, ò.å. íà íèõ íå îêàçûâàþò

âëèÿíèÿ åå ìàññîèíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè, ðåøå-

íèå çàäà÷è ïîëçó÷åñòè ñâîäèì ôàêòè÷åñêè ê ôîðìàëü-

íîé çàìåíå T (r) íà T (r, t) â (2) – (7). Ñîîòâåòñòâåííî,

âìåñòî (8) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå â âèäå

#

#

�
#

#

#

#

�

�

�
�

�

�

2

2

1u

t

a t

r r

r

u

r

( ) , (22)

ãäå a(t)2 = ó
r
(t)�ñ. Àíàëîãè÷íî èç (8) – (17) ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìåìáðàíû ñ ó÷å-

òîì ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû:

-

� �

�
i

i r

R

t

�

( )
. (23)

Ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé íàòÿæåíèÿ îäíîðîäíîãî

ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ïî íàñëåäñòâåííîé òåîðèè.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âÿçêîãî ïîâåäåíèÿ ìåìáðàíû.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (22) ëåæèò â îñíîâå îïèñàíèÿ

íå òîëüêî íåëèíåéíûõ äåôîðìàöèé òâåðäîãî òåëà, íî

òàêæå îáùèõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè è âÿçêîóïðó-

ãîïëàñòè÷íîñòè [10, 11]. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó

âûøå óñòàíîâëåí ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ (20) íåâîçìîæ-

íî ïðèìåíèòü ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè

ëèíåéíî- è íåëèíåéíî-óïðóãî èëè óïðóãîïëàñòè÷åñêè

äåôîðìèðîâàííîé êðóãëîé ïëàñòèíû, òî è â ýòèõ ñëó-

÷àÿõ äëÿ íåå íåâîçìîæíî ðåøèòü çàäà÷è ïðè ëèíåé-

íî-íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîì èëè âÿçêîóïðóãîïëàñòè-

÷åñêîì ñîñòîÿíèÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî îäíèìè èç äîñòóïíûõ ïðè ðàñ÷åòå

âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû ÿâëÿþòñÿ

íàñëåäñòâåííûå óðàâíåíèÿ êâàçèóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ

èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ãèïîòåçû Í. Õ. Àðóòþíÿíà î ïîñòîÿíñòâå êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà í. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ïîëçó÷åñòè

À. Ð. Ðæàíèöûíà â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ îäíîðîäíî-ñòàðåþùåé ìåìáðàíû ïðèìóò ñëå-

äóþùèé âèä [10, 12]:

E(t)å
r
(t) = L[ó

r
(t) – íóö(t)],

E(t)åö(t) = L[óö(t) – íó
r
(t)], (24)

ãäå L t t t

t

[ ( )] ( ) ( ) ( , )� � � 2 2 2� �
�

Ã d

0

— íàñëåäñòâåííûé

îïåðàòîð ïîëçó÷åñòè; E(t) — ìãíîâåííûé ìîäóëü

óïðóãîñòè îäíîðîäíî-ñòàðåþùåãî ìàòåðèàëà. Ïóñòü

îáðàòíûì îïåðàòîðîì ê L[] èç (24) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

ðåëàêñàöèè 3[ ( )] ( ) ( ) ( , ) ,f t f t f R t

t

� �
�
0

2 2 2d òîãäà èç

(24) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî å
r
(t) = åö(t) = Ä�R, ïîëó÷àåì
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Ïðèìåíåíèå òåõíè÷åñêîé òåîðèè ñòàðåíèÿ ê îïè-

ñàíèþ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû

â ñëó÷àå ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ê ñîæàëåíèþ,

òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé êâà-

çèóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ïî àíàëîãèè ñ (24) íåâîçìîæ-

íî, ïîýòîìó ïðîöåññ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé â ìåì-

áðàíå ïðè íåëèíåéíîì, â ÷àñòíîñòè, óïðóãîïëàñòè÷-

íîì ñëó÷àå (21) ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ òåõíè÷å-

ñêîé òåîðèè ñòàðåíèÿ [13]:
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(26)

Óðàâíåíèå (26) îòëè÷àåòñÿ îò (21) òîëüêî íàëè-

÷èåì ôóíêöèè ðåëàêñàöèè Ø(t) [13]. Îäíàêî ìåæäó

(25) è (26) ñóùåñòâóåò ïðååìñòâåííîñòü, òàê êàê (25)

â óïðóãîé îáëàñòè ñîâïàäàåò ñ (26) ñ òî÷íîñòüþ äî çà-

ìåíû Ø(t) = E(t) – E R t

t

( ) ( , ) .2 2 2d

0

�

Êîëåáàíèÿ êîìïîçèöèîííîé ìåìáðàíû áåç ó÷åòà

ðåîëîãèè. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë,

ñîñòîÿùèé èç n êîìïîíåíò, äåôîðìàöèÿ êîòîðûõ îïè-

ñûâàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè E
k

è êî-

ýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà í
k

( , ).k n�1 Êîìïîíåíòû êîì-

ïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà èìåþò îáúåìíûå äîëè ã
k

(k =

�1, ).n

Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êîëüöåâîé ýëåìåíò

êðóãëîé ìåìáðàíû ìåæäó òî÷êàìè r1 è r2 (r1 < r2) (ñì.

ðèñ. 1). Øèðèíà êîëüöà r2 – r1 ôðàãìåíòà êîìïîçèöè-

îííîé êðóãëîé ìåìáðàíû òàêîâà, ÷òî îáúåìíûå äîëè

�5
k

( , )k n�1 êîìïîíåíò êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà

äëÿ âûäåëåííîãî êîëüöà ñîâïàäàþò ñ êîíöåíòðàöèÿìè

äëÿ âñåé ìåìáðàíû öåëèêîì — ã
k

( , ).k n�1 Êîëüöî ñ

ìèíèìàëüíîé øèðèíîé l�, óäîâëåòâîðÿþùåé èçëîæåí-

íûì âûøå ãèïîòåçàì ïî îáúåìíûì äîëÿì, íàçûâàåòñÿ

ìàêðîòî÷êîé êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Î÷åâèäíî,

÷òî òî÷êè r1 è r2 âûáèðàþò èç óñëîâèÿ l� " r2 – r1.

Ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðàññìàòðèâàåìîãî

êîëüöà ìåìáðàíû íàõîäÿò ïî âûðàæåíèþ

� 5 ��

�
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n

1

, (27)

ãäå ñ
k

— ïëîòíîñòü k-é êîìïîíåíòû êîìïîçèöèîííîãî

ìàòåðèàëà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ìåòîäèêîé, ïðèìåíåííîé

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ëèíåéíî-óïðóãîãî òâåðäîãî òåëà, èññëåäóåì

ýëåìåíò êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ìàêðîòî÷êó), íà

ãðàíèöå êîòîðîãî çàäàþòñÿ âîçäåéñòâèÿ, èìèòèðó-

þùèå òå, ÷òî âîçíèêàþò â ìåìáðàíå, ò.å. â äàííîì ñëó-

÷àå ðàññìàòðèâàåì êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû â êîëüöå ìåæ-

äó òî÷êàìè r1 è r2 [14].

Ïðèíöèï ðåàëèçàöèè ìåòîäà ãîìîãåíèçàöèè äëÿ

êðóãëîé ìåìáðàíû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè

àðìèðîâàííûé ìàòåðèàë ñîñòîèò èç N êîìïîíåíò (ôàç)

è â ñðåäíåì èçîòðîïåí (íàïðèìåð, èìååò ìåñòî õàîòè-

÷åñêîå àðìèðîâàíèå, è ò.ï.), òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ãèïîòåçó Ôîéãòà äëÿ òðåõìåðíîãî ýëåìåíòà òâåðäîãî

òåëà î òîì, ÷òî äåôîðìàöèè ïî âñåìó îáúåìó êîìïî-

çèöèîííîãî ìàòåðèàëà ýëåìåíòà òâåðäîãî òåëà îäíî-

ðîäíû. Âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé (ãèïîòåçà Ðåéññà)

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ ïî âñåìó îáúåìó

êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ìåìáðàíû â ñðåäíåì

îäíîðîäíû.

Ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè ýòèõ ãèïîòåç ôîðìóëû

èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñî-

îòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè èñòèííûõ

ìîäóëåé êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà [14].

Ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåîáõîäèìî óñðåä-

íèòü äåôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òðåõìåðíîãî

òâåðäîãî òåëà, à ïîñëå ýòîãî èñïîëüçîâàòü ãèïîòåçó î

ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ìåìáðàíû. Ïîñêîëü-

êó ñàì ïðîöåññ óñðåäíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó-

÷àå íîñèò äîâîëüíî ãðîìîçäêèé õàðàêòåð äàæå äëÿ ëè-

íåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà, òî îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì

öèòèðîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [15].

Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ìåìáðà-

íû ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåçû

Ôîéãòà äëÿ ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ýêâèâàëåíòíî ðàñ-

ñìîòðåíèþ ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñòðóêòóðû êîì-

ïîçèöèîííîé ìåìáðàíû, êàæäûé ñëîé êîòîðîé èìååò

ïîñòîÿííóþ äåôîðìàöèþ Ä�R. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ

(19) ïîëó÷àåì (6ó
z
7
F

= 0) [15]

6 7 � 6 7 �

6 7

� 6 7

� �
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/
, (28)
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Èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåçû Ðåéññà äëÿ ìàòåðèàëà

ìåìáðàíû ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ âåðòèêàëüíî

êîíöåíòðè÷åñêè-ñëîèñòîé ëèáî âåðòèêàëüíî-âîëîêíè-

ñòîé ñòðóêòóðû êîìïîçèöèîííîé ìåìáðàíû (ïîä âåð-

òèêàëüþ ïîíèìàåòñÿ îñü 0z), êîòîðàÿ èìååò ñðåäíèå ïî

ãëóáèíå ïîñòîÿííûå äåôîðìàöèè 6å
r
7
R

= 6åö7R = Ä�R.

Òîãäà àíàëîãè÷íî (19) ïîëó÷àåì (ïðè ó
z

= 0) [15]
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ ñòðóêòóðíî-íåîä-

íîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷èì óðàâíåíèå (19) â ïðè-

áëèæåíèè Êðàâ÷óêà – Òàðàñþêà [15] ýôôåêòèâíûõ

ñâîéñòâ ìåìáðàíû (ïðè 6ó
z
7 = 0) ñ èñïîëüçîâàíèåì

(29) è (31):

6 7 � 6 7 �
6 7 � 6 7
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� �
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E E

R2 ( )
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(32)

ãäå [15]
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Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé (17), (27), (28), (30) è (32),

ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ êðóãëîé

ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ( ),-
i

F âåðòèêàëüíî-ñëîèñòîé

èëè âîëîêíèñòîé ( ),-
i

R à òàêæå ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîä-

íîé ( )-
i

K T� êîìïîçèöèîííîé ìåìáðàíû (ðèñ. 3):

-

�

. �
i

F i F

F R
R

E

�

6 7

� 6 7 6 71

/
,
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. �
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R i R

R R
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E
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6 7
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K T i

R
R

E E
�

�
6 7 � 6 7

� 6 7 � 6 7 6 72 ( )

/
( , ).i N�1 (33)

Â âûðàæåíèÿõ (33) êîëè÷åñòâî N äîñòîâåðíî âû-

÷èñëåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îïðåäåëÿåòñÿ øèðè-

íîé ìàêðîòî÷êè l� (ò.å. êîëüöà) êîìïîçèöèîííîãî ìàòå-

ðèàëà ìåìáðàíû è äëèíîé âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåé

óêàçàííîé ÷àñòîòå, ò.å. äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå

R�N � l�.

Çàìå÷àíèå îá óñðåäíåíèè ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ

êîìïîçèöèîííîé ìåìáðàíû. Ó÷èòûâàÿ îòíîñèòåëüíóþ

ïðîñòîòó óðàâíåíèé (24), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîé ìîäåëè êâàçèóïðóãîãî òåëà

[10] ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ

êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ìåìáðàíû. Îäíàêî ïðî-

ùå âñåãî ïðîâåñòè àíàëèç ðåëàêñàöèè ñ ïîìîùüþ òåõ-

íè÷åñêîé òåîðèè ñòàðåíèÿ [13] íà îñíîâå óæå ïîëó-

÷åííûõ óðàâíåíèé (28), (30) è (32). Ïî àíàëîãèè ñ (33)

èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ôóíêöèè ðåëàêñàöèè

Ø
k
(t) äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà ñ íîìåðîì k ( , )k n�1 èç-

âåñòíû, ìîæíî ïîëó÷èòü

-

�

. �
i

F i F

F R

F
t

R

E

t( ) ( ) ,�

6 7

� 6 7 6 7

6 7

1

/
4

C� �������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� ��

1,7

ù1, êÃö

1,6

1,5

1,4

1,3

1,2
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1ã

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè íèçøèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò -
1
F (øòðèõ-

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), -
1
R (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), -

1
K T� (ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ) ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êðóãëîé êîìïîçèöèîííîé ìåì-

áðàíû ðàäèóñîì R = 1 ì ïðè åå ðàäèàëüíîì íàòÿæåíèè

Ä = 0,01 ì îò êîíöåíòðàöèè ã ïåðâîãî ìàòåðèàëà â äâóõêîì-

ïîíåíòíîé ñìåñè (E1 = 7 · 10
10

Ïà, E2 = 2 · 10
11

Ïà, í1 = 0,27,

í2 = 0,3, ñ1 = 2000 êã�ì
3
, ñ2 = 8000 êã�ì

3
ïðè ì1 = 2,40 [2])
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6 7( )
( )

( )
2

/
4 ( , ),i N�1

ãäå óñðåäíåííûå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè 6Ø(t)7
F
, 6Ø(t)7

R

è 6Ø(t)7
K – T

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè Ø
k
(t)
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ìàòåðèàëà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûâîäå êëàññè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû äîïóùåíà îøèá-

êà â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [1] — íà ìåìáðàíû äåé-

ñòâóþò íå ðàñòÿãèâàþùèå ñèëû, à ðàñòÿãèâàþùèå

íàïðÿæåíèÿ. Åå èñïðàâëåíèå ïîçâîëÿåò âûâîäèòü

óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êðóãëîé

ìåìáðàíû ñ ó÷åòîì åå ìåõàíè÷åñêèõ è ðåîëîãè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê.

Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé êðóã-

ëîé ìåìáðàíû, à òàêæå îïðåäåëåíû åå ñîáñòâåííûå

÷àñòîòû ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêèõ è ðåîëîãè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà.

Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíî-óïðóãîãî êîìïîçèöèîííîãî

ìàòåðèàëà ïîëó÷åíû óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ êðóãëîé

ìåìáðàíû, à òàêæå åå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû â çàâèñè-

ìîñòè îò êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò.

Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ó÷åòó ïîëçó÷åñòè êîìïîçè-

öèîííîãî ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ïî òåõíè÷åñêîé òåîðèè

ñòàðåíèÿ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ õà-

ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ìåìáðàíû ñîãëàñíî ãèïîòåçå

Ôîéãòà ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ

äëÿ ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ìåìáðàíû, ïðèìåíåíèå

ãèïîòåçû Ðåéññà — êîëåáàíèÿì êîàêñèàëüíî âåð-

òèêàëüíî-ñëîèñòîé èëè âåðòèêàëüíî-âîëîêíèñòîé

ìåìáðàíû, à èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè Êðàâ÷óêà – Òà-

ðàñþêà äëÿ ñóæåíèÿ «âèëêè» Ðåéññà – Ôîéãòà — íàè-

ëó÷øåìó ïðèáëèæåíèþ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ñòðóê-

òóðíî íåîäíîðîäíîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà

ìåìáðàíû.
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