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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 16 ìàðòà 2023 ã. Ïîñòóïèëà ïîñëå äîðàáîòêè 28 àïðåëÿ 2023 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 30 ìàÿ 2023 ã.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûáîðêè ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé 68 êîìïàêòíûõ îáðàçöîâ âíåöåíòðåí-

íîãî ðàñòÿæåíèÿ èç òèòàíîâûõ ñïëàâîâ, íèêåëåâûõ ñïëàâîâ è ñòàëè èññëåäîâàíî âëèÿíèå

âûáîðà ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ìåòîä ñåêóùåé è ìåòîä äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ïîëèíîìîâ ïî òðåì, ïÿòè è ñåìè òî÷êàì), èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòè ðîñòà

òðåùèíû óñòàëîñòè, íà õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíîãî ó÷àñòêà êèíåòè÷åñêîé äèàãðàììû óñòà-

ëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ. Öåëü èññëåäîâàíèÿ — îïðåäåëåíèå ïðåèìóùåñòâ, íåäîñòàòêîâ è çà-

êîíîìåðíîñòåé ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ïðàâèëüíîñòè âûáîðà ìåòî-

äà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû: êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2; èíòåã-

ðàëüíûé êðèòåðèé ÷, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçíîñòü ïðîãíîçèðóåìîãî è ôàêòè÷åñêîãî ÷èñåë

öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêó óñòîé÷èâîãî ðîñòà òðåùèíû; êîððåëÿöèÿ ìåæäó ëîãà-

ðèôìàìè êîíñòàíò Ïýðèñà äëÿ ñïëàâîâ îäíîãî êëàññà. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäî-

âàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïî òðåì òî÷-

êàì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ñåêóùåé íåçíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò êîððåëÿöèþ ìåæäó ëîãà-

ðèôìàìè ñêîðîñòè ðîñòà òðåùèíû óñòàëîñòè è ðàçìàõîì êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè

íàïðÿæåíèé (óâåëè÷åíèå R2) è óâåëè÷èâàåò ðàçíèöó ìåæäó ðàñ÷åòíûì è ýêñïåðèìåíòàëü-

íûì ÷èñëàìè öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâîìó ðîñòó òðåùèíû (óâåëè÷åíèå ÷). Â òî

æå âðåìÿ ïðè îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè ðîñòà òðåùèíû óñòàëîñòè ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ïîëèíîìîâ ïî ïÿòè è ñåìè òî÷êàì íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñîïðîâîæäàåìîå ñóùåñòâåííûìè ïîâûøåíèåì è ñíèæåíèåì ÷. Áëè-

çîñòü ê íóëþ èíòåãðàëüíîãî ïàðàìåòðà òî÷íîñòè ÷ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷-

íûì êðèòåðèåì õîðîøåãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðåçóëüòàòîì èñïûòàíèÿ è îïèñûâàþùåé åãî

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, òîãäà êàê ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ ÷ è R2 îäíîçíà÷íî ôîðìèðó-

åò ýòîò êðèòåðèé. Âûáîð ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà

êîððåëÿöèþ ëîãàðèôìîâ êîíñòàíò óðàâíåíèÿ Ïýðèñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêîðîñòü ðîñòà òðåùèíû óñòàëîñòè (ÑÐÒÓ); ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðî-

âàíèå; óðàâíåíèå Ïýðèñà; êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé; öèêëè÷åñêàÿ òðåùè-

íîñòîéêîñòü; êèíåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ.
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Using a sample of test results from 68 compact eccentric tensile specimens made of titanium alloys, nickel

alloys and steel, the effect of the choice of numerical differentiation method (secant method and the

method of differential polynomials on three, five and seven points) used to calculate the fatigue crack

growth rate on characteristics of the linear section of the kinetic diagram of the fatigue failure. The pur-

pose of the study is to determine the advantages, disadvantages and consistent patterns of the considered

methods. The coefficient of determination R2, integral criterion ÷ which characterizes the difference be-

tween the predicted and actual number of cycles corresponding to the section of stable crack growth, and

correlation between the logarithms of the Paris constants for alloys of the same class were used as criteria

for the correct choice of the method of numerical differentiation. The main results and conclusions of the
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study: the use of the method of differential polynomials over three points compared to the secant method

slightly increases the correlation between the logarithms of the fatigue crack growth rate and the range of

the stress intensity factor (an increase in R2) and increases the difference between the calculated and ex-

perimental number of cycles corresponding to stable crack growth (an increase in ÷). However, when de-

termining the fatigue crack growth rate by the method of differential polynomials for five and seven

points, a more significant smoothing of the experimental data is observed, accompanied by a significant in-

crease in R2 and a decrease in ÷; proximity to zero of the integral accuracy parameter ÷ is a necessary but

not sufficient criterion for good agreement between the test result and the mathematical model that de-

scribes it, while the combination of parameters ÷ and R2 uniquely forms this criterion; the choice of the

method of numerical differentiation does not affect the correlation of the logarithms of the constants of

the Paris equation.

Keywords: fatigue crack growth rate (FCGR); numerical differentiation; Paris equation; stress-intensity

factor; fatigue fracture kinetic diagram.

Ââåäåíèå

Îñíîâíûå äåòàëè ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé

(ÃÒÄ) ðàáîòàþò â óñëîâèÿõ âûñîêèõ íàãðóçîê è

ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóð, ÷òî óñòàíàâëèâàåò âû-

ñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ñâîéñòâàì ìàòåðèàëîâ, èç êî-

òîðûõ îíè èçãîòîâëåíû [1, 2]. Â ñîñòàâ ÃÒÄ âõî-

äÿò äåòàëè, ýêñïëóàòàöèÿ êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ

ïðè íàëè÷èè òðåùèí. Ïîñëå çàðîæäåíèÿ óñòàëî-

ñòíîé òðåùèíû â äåòàëè, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâè-

ÿõ öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, äåòàëü ïðîäîëæàåò

ôóíêöèîíèðîâàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ðàñïðîñòðàíå-

íèå òðåùèíû óñòîé÷èâî è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ

ïðîãíîçèðóåìî. Äàëåå äåòàëü ðåìîíòèðóþò èëè

çàìåíÿþò. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ óñòàëî-

ñòíîé òðåùèíû â ìàòåðèàëå, èç êîòîðîãî èçãî-

òîâëåíà äåòàëü ÃÒÄ, ïðîâîäÿò èñïûòàíèÿ íà ñêî-

ðîñòü ðîñòà òðåùèíû óñòàëîñòè (äàëåå ÑÐÒÓ).

Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îá-

ðàçöà èëè äåòàëè ñ òðåùèíîé èñïîëüçóþò êîýô-

ôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé K (äàëåå

ÊÈÍ), êîòîðûé êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåò íà-

ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû. ÊÈÍ çàâèñèò îò äëèíû òðåùèíû, ïðè-

ëîæåííîé íàãðóçêè (èëè íàïðÿæåíèÿ íà îòäàëå-

íèè îò âåðøèíû òðåùèíû), ãåîìåòðèè îáðàçöà

èëè äåòàëè:

K F a� � � , (1)

a — äëèíà òðåùèíû; ó — íîìèíàëüíîå íàïðÿæå-

íèå; F — ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ãåîìåòðèþ

îáðàçöà èëè äåòàëè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÑÐÒÓ ïðîâîäÿò èñïûòàíèÿ

ñòàíäàðòíûõ îáðàçöîâ ñ íàäðåçîì, ÷òî ïîçâîëÿåò

êîíòðîëèðîâàòü ìåñòî çàðîæäåíèÿ òðåùèíû.

Ïðè ýòîì ïðåäâàðèòåëüíî âûðàùèâàþò óñòàëîñò-

íóþ òðåùèíó, à äàëåå ïðîâîäÿò èñïûòàíèå —

öèêëè÷åñêè íàãðóæàþò îáðàçåö, ðåãèñòðèðóÿ èç-

ìåíåíèÿ äëèíû òðåùèíû (ÎÑÒ 1 92127, ASTM

E647). Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ îñîáûõ ýêñïëóàòàöèîí-

íûõ ôàêòîðîâ èññëåäîâàòåëè ïðîâîäÿò ñïåöèàëü-

íûå èñïûòàíèÿ, íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ âîçäåéñò-

âèÿ êîððîçèîííî-àêòèâíîé ñðåäû [3] èëè ïðè

ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå íàãðóæåíèÿ [4].

Ïî ðåçóëüòàòàì èñïûòàíèÿ â äâîéíûõ ëîãà-

ðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñòðîÿò êèíåòè÷åñêóþ

äèàãðàììó óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ (ÊÄÓÐ), äå-

ìîíñòðèðóþùóþ çàâèñèìîñòü ÑÐÒÓ îò ðàçìàõà

ÊÈÍ. Äëÿ áîëüøèíñòâà êîíñòðóêöèîííûõ ìàòå-

ðèàëîâ ýòó äèàãðàììó ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè

ó÷àñòêà. Âòîðîé ó÷àñòîê êèíåòè÷åñêîé äèàãðàì-

ìû — ëèíåéíûé, èëè ó÷àñòîê ñòàáèëüíîãî ðîñòà

òðåùèíû, — îïèñûâàþò óðàâíåíèåì Ïýðèñà

d

d

a

N
= C(ÄK)m, (2)

ãäå N — êîëè÷åñòâî öèêëîâ íàãðóæåíèÿ; ÄK —

ðàçìàõ ÊÈÍ (ðàçíîñòü ìàêñèìàëüíîãî è ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèé); C è m — êîíñòàíòû ìàòå-

ðèàëà, îïðåäåëÿåìûå ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ

èñïûòàíèé. Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ëèíåé-

íîãî ó÷àñòêà è êîíñòàíò C è m ÿâëÿþòñÿ îáúåêòà-

ìè èíòåðåñà èññëåäîâàòåëåé [5 – 8].

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÑÐÒÓ (da/dN) èñïîëüçóþò

ìåòîäû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå çàôèêñèðîâàííóþ äëè-

íó òðåùèíû a è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ÷èñëî öèê-

ëîâ N. Èññëåäîâàòåëè îòìå÷àþò, ÷òî âûáîð ìåòî-

äà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âëèÿåò íà

ðàçáðîñ ÑÐÒÓ íà ÊÄÓÐ è íà îïðåäåëÿåìûå ïàðà-

ìåòðû óðàâíåíèÿ Ïýðèñà [9 – 11]. Öåëü äàííîãî

èññëåäîâàíèÿ — âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé,

ïðåèìóùåñòâ è íåäîñòàòêîâ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ÑÐÒÓ (da/dN) íà ó÷àñòêå óñòîé÷èâîãî ðîñ-

òà òðåùèíû íà ÊÄÓÐ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè êîì-

ïëåêñíîé íàó÷íîé ïðîáëåìû 2.2 «Êâàëèôèêàöèÿ

è èññëåäîâàíèå ìàòåðèàëîâ» («Ñòðàòåãè÷åñêèå

íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåðèàëîâ è òåõíîëîãèé

èõ ïåðåðàáîòêè íà ïåðèîä äî 2030 ãîäà») [12, 13]

ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîðóäîâàíèÿ ÖÊÏ «Êëèìàòè-

÷åñêèå èñïûòàíèÿ» ÍÈÖ «Êóð÷àòîâñêèé èíñòè-

òóò» — ÂÈÀÌ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû èñïûòà-

íèé íà ÑÐÒÓ ïðè êîìíàòíîé è ýêñïëóàòàöèîí-
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íûõ òåìïåðàòóðàõ 21 îáðàçöà èç æàðîïðî÷íûõ

íèêåëåâûõ ñïëàâîâ, 40 îáðàçöîâ èç òèòàíîâûõ

ñïëàâîâ [14, 15] è ñåìè îáðàçöîâ èç âûñîêîïðî÷-

íîé ìàðòåíñèòîñòàðåþùåé ñòàëè [16].

Èñïûòûâàëè êîìïàêòíûå Ñ(Ò) îáðàçöû íà

âíåöåíòðåííîå ðàñòÿæåíèå (ðèñ. 1) ïðè ñèíóñîè-

äàëüíîé ôîðìå íàãðóæåíèÿ ñ ÷àñòîòîé 5 – 20 Ãö

íà ñåðâîãèäðàâëè÷åñêèõ èñïûòàòåëüíûõ ìàøè-

íàõ [17]. Äëóíó òðåùèíû îïðåäåëÿëè ìåòîäîì

ïîäàòëèâîñòè. Âñå èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëè ïðè ïî-

ñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå àñèììåòðèè íàãðóçêè â

óñëîâèÿõ âîçðàñòàíèÿ ÊÈÍ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòüþ èëè ïðè ïîñòîÿííîé àìïëèòóäå íàãðóçêè.

ÊÈÍ äëÿ êîìïàêòíîãî îáðàçöà ðàññ÷èòûâàëè

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

K
P

B W
�

�

�

�

� � �

2

1
0 886 4 64

13 32 14 72 5 6

3 2

2 3








 �


 
 


( )
( , ,

, , ,

/

4

0 2

);

; , ,
 
� �

�

�

�

�

�

�

�

a

W

(3)

ãäå P — íàãðóçêà; a — äëèíà òðåùèíû; W — øè-

ðèíà îáðàçöà.

ÑÐÒÓ (da/dN)i íàõîäèëè ìåòîäîì ñåêóùåé è

ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ (da/dN)i ìåòîäîì ñåêóùåé èñïîëü-

çîâàëè òî÷êè {ai, Ni} è îäíó èç äâóõ ñîñåäíèõ òî-

÷åê — {ai – 1, Ni – 1} èëè {ai + 1, Ni + 1}. Ñêîðîñòü

ðîñòà òðåùèíû íà òåêóùåì öèêëå ðàññ÷èòûâàëè

êàê òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ

ïîëèíîìîâ äëÿ ðàñ÷åòà ÑÐÒÓ (da/dN)i ïðèìåíÿ-

ëè ýêñïåðèìåíòàëüíóþ òî÷êó {ai, Ni} è åùå äâå,

÷åòûðå èëè øåñòü ñîñåäíèõ òî÷åê (â ñîîòâåòñòâèè

ñ ASTM E647). Çàâèñèìîñòü äëèíû òðåùèíû îò

÷èñëà öèêëîâ àïïðîêñèìèðîâàëè ïîëèíîìîì âòî-

ðîé ñòåïåíè ñ èñïîëüçîâàíèåì âûáðàííûõ òî÷åê

ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. ÑÐÒÓ (da/dN)i

îïðåäåëÿëè êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò àïïðî-

êñèìèðóþùåé ôóíêöèè a(N) â òî÷êå Ni. Ïðèíöè-

ïû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ da/dN ãðàôè÷åñêè

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèÿ

êàæäîãî îáðàçöà îáðàáàòûâàëè ñ ïðèìåíåíèåì

êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ìåòîäîâ.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìàòðèâàëè íåñêîëüêî êðèòåðèåâ «ïðà-

âèëüíîñòè» âûáîðà ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî êðèòåðèÿ, õà-

ðàêòåðèçóþùåãî áëèçîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ ê âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

âûáðàí êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè

R

y y

y y

i

i

n

i

i

n

2

2

1

1

2

�

�

�

�

�

�

�

(̂ )

( )

, (4)

ãäå yi — ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé; ŷ i
— ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé; y — ñðåäíåå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé; n — êîëè÷åñòâî ïàð çíà÷åíèé çàâèñèìîé

è íåçàâèñèìîé ïåðåìåííûõ. Â äàííîì ñëó÷àå çà-

âèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôì da/dN,

íåçàâèñèìîé — ëîãàðèôì ÄK. Êîýôôèöèåíò äå-

òåðìèíàöèè ÷èñëåííî õàðàêòåðèçóåò äîëþ äèñ-

ïåðñèè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, îáúÿñíåííîé ìî-

äåëüþ (â íàñòîÿùåì ñëó÷àå — óðàâíåíèåì Ïýðè-

ñà). Åñëè R2 ðàâåí åäèíèöå, íàáëþäàåòñÿ ñòðîãàÿ

ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ öåëüþ èññëåäîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçè-

ðîâàíèå êîëè÷åñòâà öèêëîâ, çà êîòîðîå ÊÈÍ äîñ-

òèãíåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå êîòîðîãî

íà÷èíàåòñÿ ëàâèíîîáðàçíûé ðîñò òðåùèíû. ×òî-

áû ðàññ÷èòàòü ÷èñëî öèêëîâ íàãðóæåíèÿ äî äîñ-
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Ðèñ. 1. Êîìïàêòíûé îáðàçåö äëÿ âíåöåíòðåííîãî ðàñòÿ-

æåíèÿ

Fig. 1. Compact sample for eccentric tension

d
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d d

d

Ðèñ. 2. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÑÐÒÓ

Fig. 2. Application of numerical differentiation methods to

FCGR determination



òèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ÊÈÍ, íàäî ïðî-

èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå Ïýðèñà:

ÄNðàñ÷ =
da

C K a n

a

a

( ( ))
,

�

1

2

�
(5)

ãäå ÄNðàñ÷ — ðàçíîñòü ÷èñëà öèêëîâ íàãðóæå-

íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöó è íà÷àëó ëèíåéíîãî

ó÷àñòêà ÊÄÓÐ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ Ïýðèñà;

a1 è a2 — äëèíà òðåùèíû â íà÷àëå è êîíöå ëè-

íåéíîãî ó÷àñòêà ÊÄÓÐ. Òîãäà âåëè÷èíó ïàðàìåò-

ðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ðàçíèöó ðàñ÷åòíîãî è ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîãî ÷èñåë öèêëîâ äî äîñòèæåíèÿ

êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ÊÈÍ, ìîæíî âûðàçèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

÷ =
� �

�

N N

N

ýêñ ðàñ÷

ýêñ

�

· 100 %, (6)

ãäå ÷ — èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð òî÷íîñòè;

ÄNýêñ — ðàçíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåí-

íûõ ÷èñåë öèêëîâ â êîíöå è íà÷àëå ëèíåéíîãî

ó÷àñòêà ÊÄÓÐ. Ïàðàìåòðû ÷ è R2 èñïîëüçóþò

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ëèíåéíîãî ó÷àñòêà

ÊÄÓÐ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [8] âûáîðêó ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ òî÷åê da/dN — ÄK ïîñëåäîâàòåëüíî

îãðàíè÷èâàþò ñïðàâà è ñëåâà òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû ìèíèìèçèðîâàòü ÷ è ïðèáëèçèòü ê åäèíèöå

R2.

Äëÿ èññëåäóåìûõ 68 îáðàçöîâ îïðåäåëåíû

êîíñòàíòû óðàâíåíèÿ Ïýðèñà m è C, êîýôôèöè-

åíò äåòåðìèíàöèè R2 è èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð

òî÷íîñòè ÷ äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ. Çíà÷åíèÿ R2 è ÷ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ R2 è ÷

ïîëíîé âûáîðêè îáðàçöîâ.

Äëÿ âñåõ êëàññîâ ñïëàâîâ R2 âîçðàñòàë ïðè

óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî-

÷åê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÑÐÒÓ, ïðè-

÷åì ýòî íàáëþäàëîñü íå òîëüêî â ñðåäíåì äëÿ

âñåé âûáîðêè, íî è äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî îá-

ðàçöà. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïî òðåì ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì òî÷êàì óâåëè÷åíèå êîððåëÿöèè íåçíà-

÷èòåëüíî, ïî ïÿòè è ñåìè òî÷êàì — ñóùåñòâåííî.

Èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð òî÷íîñòè ÷ íàèáîëåå

áëèçîê ê íóëþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà, â êîòî-

ðîì çàäåéñòâîâàíî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê.

Â ñðåäíåì ÷ âîçðàñòàåò ïðè ïåðåõîäå îò ìåòîäà

ñåêóùåé ê ìåòîäó äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíî-

ìîâ ïî òðåì òî÷êàì, ò.å. óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçíèöà

ìåæäó ïðîãíîçèðóåìûì ìîäåëüþ Ïýðèñà è ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûì ÷èñëîì öèêëîâ äî íà-

÷àëà ëàâèíîîáðàçíîãî ðîñòà òðåùèíû.

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

ìåòîäîì ñåêóùåé è ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ

ïîëèíîìîâ ïî òðåì òî÷êàì, èìåþò áîëüøîé ðàç-

áðîñ. Áîëüøàÿ èõ äîëÿ ëåæèò â îáëàñòÿõ íèçêèõ

çíà÷åíèé R2 è âûñîêèõ çíà÷åíèé ÷, ò.å. äëÿ íèõ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñ-

ïåðèìåíòîì. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê, èñ-

ïîëüçóåìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè, R2 ïðèáëèæàåò-

ñÿ ê åäèíèöå, à ÷ óìåíüøàåòñÿ. Ïðè àïïðîêñèìà-

öèè ïî ñåìè òî÷êàì íàáëþäàåòñÿ âûñîêîå ñîîò-

âåòñòâèå ýêñïåðèìåíòà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñãëàæèâàíèÿ

ÑÐÒÓ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ïîëèíîìîâ ïî ñåìè òî÷êàì.

Íàáëþäàåìûå ÿâëåíèÿ ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,

÷òî àïïðîêñèìàöèÿ a(N) ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî

äâóì òî÷êàì (ìåòîä ñåêóùåé) è ïîëèíîìîì âòî-

ðîé ñòåïåíè ïî òðåì òî÷êàì (ìåòîä äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ïîëèíîìîâ ïî òðåì òî÷êàì) ôàêòè÷åñêè

ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèåé, ò.å. àïïðîêñèìèðó-

þùàÿ ôóíêöèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âñå çàäåéñòâîâàí-

íûå òî÷êè {ai, Ni}. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíî-

ìîì âòîðîé ñòåïåíè ïî ïÿòè, ñåìè è áîëåå òî÷êàì

a(N) íå ïðîõîäèò ÷åðåç ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷-
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Ðèñ. 3. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó R2 è ÷ ïðè ðàçíûõ ìåòîäàõ

÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÑÐÒÓ

Fig. 3. Relationships between R2 and ÷ for different meth-

ods of numerical differentiation in FCGR determination

Òàáëèöà 1. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè ýêñïåðèìåíòó

Table 1. Mean values of the criteria for matching the model to the experiment

Ïàðàìåòð Ìåòîä ñåêóùåé

Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ

n = 3 n = 5 n = 7

Ñðåäíåå çíà÷åíèå R2 0,86 0,88 0,96 0,97

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷, % 6,05 17,2 5,9 3,4



êè, ïîýòîìó îñòàåòñÿ áîëåå ãëàäêîé ïðè áîëüøîì

ðàçáðîñå {ai, Ni}. Ðåçêîå ïðèðàùåíèå äëèíû òðå-

ùèíû âûçûâàåò áîëüøåå èçìåíåíèå èíòåðïîëè-

ðóþùåé ôóíêöèè a(N), ÷åì àïïðîêñèìèðóþùåé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëüþ (óðàâíåíèå Ïýðèñà) çàâèñèìîñòü a(N)

íà âñåì ëèíåéíîì ó÷àñòêå ÊÄÓÐ îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì (4). Ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè

ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå ýòîò

ó÷àñòîê (÷åì áîëüøå òî÷åê èñïîëüçîâàíî äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè), òåì ýòî ïðèáëèæåíèå îøèáî÷íåé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèðîñò òðåùèíû ðåãèñòðèðîâà-

ëè êàæäûå 0,1 ìì. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ëþáîé

ó÷àñòîê ôóíêöèè a(N) ïðîòÿæåííîñòüþ íå áîëåå

0,6 ìì êîððåêòíî îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé

ñòåïåíè.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÊÄÓÐ íèêå-

ëåâîãî ñïëàâà ïðè êîìíàòíîé è ýêñïëóàòàöèîí-

íîé òåìïåðàòóðàõ. Èç ðèñ. 5, à âèäíî, ÷òî åñëè

ÊÄÓÐ, ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñå-

êóùåé, õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì ðàçáðîñîì ÑÐÒÓ,

òî ÊÄÓÐ, ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå

ñëîæíîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ, ïðàêòè÷åñêè íàêëàäûâàåòñÿ íà íåå. Íà

ðèñ. 5, á ïîêàçàíû ÊÄÓÐ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ

÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðè îïðåäåëåíèè ÑÐÒÓ

ìåòîäîì ñåêóùåé íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé ðàçáðîñ,

èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëè-

íîìîâ ïî òðåì òî÷êàì ýòîò ðàçáðîñ ïðàêòè÷åñêè

íå óìåíüøàåò, à ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëè-

íîìîâ ïî ïÿòè è ñåìè òî÷êàì çíà÷èòåëüíî ñãëà-

æèâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû.
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R2 = 0,95

Ðèñ. 4. Ïðèìåðû «ñãëàæèâàíèÿ» ÊÄÓÐ ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ÑÐÒÓ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè ïî ñåìè òî÷êàì

Fig. 4. Examples of “smoothing” KDFF using the approximation of FCGR by a polynomial of the second degree in seven

points



Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èñïûòà-

íèÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà. Èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð

òî÷íîñòè ÷ íå ïðåâûøàåò îäíîãî ïðîöåíòà —

ðàñ÷åòíîå ÷èñëî öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå çàâåð-

øåíèþ óñòîé÷èâîãî ðîñòà òðåùèíû, ïðàêòè÷åñêè

ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì. Îäíàêî êîð-

ðåëÿöèÿ ìåæäó ÑÐÒÓ è ðàçìàõîì ÊÈÍ íå áîëåå

÷åì óäîâëåòâîðèòåëüíà (ðèñ. 6, à), è ðàñ÷åòíàÿ

ôóíêöèÿ ÷èñëà öèêëîâ N(a) ïðè ïðîìåæóòî÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ äëèíû òðåùèíû a ñóùåñòâåííî

îòêëîíÿåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé

(ðèñ. 6, á). Òàêèì îáðàçîì, áëèçîñòü ê íóëþ ÷ íå

ãàðàíòèðóåò õîðîøåãî ñîîòâåòñòâèÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèÿ íà ÑÐÒÓ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Âûáîð ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âëèÿåò íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò

Ïýðèñà C è m. Èññëåäîâàòåëè îòìå÷àþò, ÷òî äëÿ

îäíîãî ìàòåðèàëà èëè êëàññà ìàòåðèàëîâ âçàèìî-

ñâÿçü êîíñòàíò lg(C) è lg(m) õîðîøî îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ, ò.å. âåëè÷èíû C è n íå

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè [18 – 20]. Áîëåå òîãî,

êîððåëÿöèþ ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè ïðåäëî-

æåíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êîððåêò-

íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â äàííîé ðàáîòå

ñîïîñòàâëåíû çàâèñèìîñòè m(C) äëÿ èññëåäîâàí-

íûõ êëàññîâ ñïëàâîâ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâà-
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ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå; á — ïðè ýêñïëóàòàöèîííîé òåìïåðàòóðå

Fig. 5. Comparison of the KDFF of a nickel alloy obtained using different methods of numerical differentiation: a — at room

temperature; b — at operating temperature
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÷èñëà öèêëîâ

Fig. 6. Results of testing a titanium alloy sample for FCGR: a — KDFF; b — dependence of the crack length on the number of

cycles



íèåì ðàçíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, à êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè âûáîðîê

lg(m) è lg(C) ïðèíÿò â êà÷åñòâå òðåòüåãî êðèòå-

ðèÿ «ïðàâèëüíîñòè» âûáîðà ìåòîäà ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè êîíñòàíò

óðàâíåíèÿ Ïýðèñà m(C) â äâîéíûõ ëîãàðèôìè-

÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ òèòàíîâûõ ñïëàâîâ,

íèêåëåâûõ ñïëàâîâ è ñòàëè. Íà ãðàôèêè íàíåñå-

íû çíà÷åíèÿ m è C, ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòå

ÑÐÒÓ ïî äâóì òî÷êàì ìåòîäîì ñåêóùåé è ïî

ñåìè òî÷êàì ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëè-

íîìîâ. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû äå-

òåðìèíàöèè äëÿ âûáîðîê lg(m) – lg(C), ïîëó÷åí-

íûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåí-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ÑÐÒÓ.

Äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ñïëàâîâ

èçìåíåíèå ñïîñîáà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âûçûâàåò íåçíà÷èòåëüíûå êîëåáàíèÿ êîýô-

ôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè, íå ïðåâûøàþùèå îä-

íîãî ïðîöåíòà.
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Fig. 7. Correlation of the logarithms of the constants of the Paris equation C and m for different methods of calculating FCGR

Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèè ìåæäó lg(m) è lg(C) îò ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Table 2. Dependence of the correlation between log(m) and log(C) on the method of numerical differentiation

Ìàòåðèàëû R2 äëÿ ìåòîäà ñåêóùåé

Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ

R2 ïðè n = 3 R2 ïðè n = 5 R2 ïðè n = 7

Òèòàíîâûå ñïëàâû 0,9561 0,9568 0,9561 0,9546

Íèêåëåâûå ñïëàâû 0,8507 0,8518 0,8505 0,8468

Ñòàëü 0,9521 0,9564 0,9504 0,9486



Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ ìåòîäîâ

÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà îïðåäåëå-

íèå ÑÐÒÓ da/dN ïîçâîëèë ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû.

1. ×åì áîëüøå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê

èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÑÐÒÓ (da/dN)i â

êàæäîé òî÷êå ai, òåì ìåíüøå ðàçáðîñ äàííûõ è

âûøå êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè.

2. Ïðè îïðåäåëåíèè ÑÐÒÓ ìåòîäîì äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïî òðåì òî÷êàì ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ìåòîäîì ñåêóùåé íåçíà÷èòåëüíî ïî-

âûøàåòñÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ÑÐÒÓ è ÊÈÍ (óâå-

ëè÷èâàåòñÿ R2) è âîçðàñòàåò ðàçíèöà ìåæäó ðàñ-

÷åòíûì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì ÷èñëàìè öèêëîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâîìó ðîñòó òðåùèíû

(óâåëè÷åíèå ÷). Ïðè àïïðîêñèìàöèè ÑÐÒÓ ìå-

òîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïî ïÿòè è

ñåìè òî÷êàì íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ñãëà-

æèâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñîïðîâîæ-

äàåìîå çàìåòíûìè óâåëè÷åíèåì R2 è óìåíüøå-

íèåì ÷.

3. Áëèçîñòü ê íóëþ èíòåãðàëüíîãî ïàðàìåòðà

òî÷íîñòè ÷ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòà-

òî÷íûì êðèòåðèåì õîðîøåãî ñîîòâåòñòâèÿ ðå-

çóëüòàòà èñïûòàíèÿ íà ÑÐÒÓ îïèñûâàþùåé åãî

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, òîãäà êàê ñîâîêóïíîñòü

ïàðàìåòðîâ ÷ è R2 îäíîçíà÷íî ôîðìèðóåò ýòîò

êðèòåðèé.

4. Âûáîð ìåòîäà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà êîððåëÿöèþ ëî-

ãàðèôìîâ êîíñòàíò óðàâíåíèÿ Ïýðèñà C è m.
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