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Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâà-

íèÿ ëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ ìîäóëåé. Öåëü ðàáîòû —

ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿ-

ìûì è àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðåøåíèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðåíû àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿìûì è àëãîðèòìû ðåøå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Âûïîëíåíà îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðå-

àëèçàöèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ ìîäóëåé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé

Ìîíòå-Êàðëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåñ-

ñèè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî

ñðåäíèì âðåìåíåì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿìûì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáà âàðèàí-

òà çíà÷èòåëüíî óñòóïàþò ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó ïî óçëîâûì ïðÿìûì êàê â ïëàíå âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, òàê è ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì âûèãðûø àëãî-

ðèòìà ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿìûì ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè, äîñòèãàÿ ñîòíè è

áîëåå ðàç.
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A comparative analysis of the computational complexity of exact algorithms for estimating linear regres-

sion equations was conducted using the least absolute deviation method. The goal of the study is to com-

pare the computational efficiency of exact algorithms for descent along nodal lines and algorithms based

on solving linear programming problems. For this purpose, the algorithm of gradient descent along nodal

lines and algorithms for solving the equivalent primal and dual linear programming problems using the

simplex method were considered. The computational complexity of algorithms for implementing the

method of least modules in solving direct and dual linear programming problems was estimated. A com-

parison between the average time for determining the regression coefficients using the primal and dual

linear programming problems and the average time for gradient descent along nodal lines was conducted

using the Monte Carlo method of statistical experiments. It is shown that both options are significantly in-

ferior behind gradient descent along nodal lines, both in terms of the computational complexity of the al-

gorithms and in terms of computation time, and this advantage increases with the sample size, reaching

hundred times or more.

Keywords: least absolute deviations method; linear regression; simplex algorithm; nodal straight line;

computational efficiency.
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Ââåäåíèå

Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé (ÌÍÌ) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ àëüòåðíàòèâ ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

(ÌÍÊ) â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå [1 – 3]. Åãî ñâîé-

ñòâà ïðèâåäåíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [4 – 7]. Ìåòîä

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óñòîé÷èâûå îöåíêè êîýôôè-

öèåíòîâ, êîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àé-

íûõ îøèáîê èìååò áîëåå âûòÿíóòûå õâîñòû ïî

ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì [8].

Ïðèìåíèìîñòü ÌÍÌ, êàê è ÌÍÊ, êà÷åñòâåí-

íî îáîñíîâàíà â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå. Èçâåñò-

íî, ÷òî ÌÍÌ îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìóì ôóíêöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. îí íàèáîëåå ýôôåêòèâåí,

åñëè îøèáêè èçìåðåíèé ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó

Ëàïëàñà [9]. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ,

êàê è äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ, ðàñ-

ïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Â óñëîâèÿõ

ñòîõàñòè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè äàííûõ åñòå-

ñòâåííà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå

îòêëîíåíèå îøèáîê ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì íåêîòîðûì «ñðåäíèì» îêðóæàþùèì óñëîâè-

ÿì. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [1, ñ. 26 – 32],

ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê ñòàíåò ëàïëàñîâûì.

Çàäà÷à îöåíêè ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåã-

ðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ ÌÍÌ âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [1]:
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Çäåñü y — âåêòîð çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé Y; X — ìàòðèöà çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ X2, ..., X
m

; a — âåêòîð îöåíîê íåèçâåñò-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ á
j

óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè Y =

= á1 + á2X2 + ... + á
m

X
m

+ å, å — íåíàáëþäàåìûå

ñëó÷àéíûå îøèáêè.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Q(a) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé, âûïóêëîé è îãðàíè÷åííîé ñíèçó, ïîýòîìó

âñåãäà èìååò åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé è îäíî-

âðåìåííî ëîêàëüíûé ìèíèìóì, êîòîðûé è ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) [10]. Èçâåñòåí ðÿä êàê

òî÷íûõ, òàê è ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1). Îáçîðû ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäå-

íû, íàïðèìåð, â [5, 11, 12].

Òî÷íûì íàçîâåì òîò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî-

çâîëÿåò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïðåäåëèòü ãëî-

áàëüíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè Q(a). Ïî-

ñêîëüêó âû÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè îñóùåñòâëÿ-

þòñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè, à òåõíèêà áåçîøèáî÷íûõ

âû÷èñëåíèé î÷åíü òðóäîåìêà, òî â êà÷åñòâå òî÷-

íîãî ðåøåíèÿ ïðèìåì òî, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ñ

ìèíèìàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïîãðåøíîñòÿ-

ìè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ê òî÷íûì ðåøåíèÿì

ìîæíî îòíåñòè àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà óçëî-

âûõ òî÷åê, àëãîðèòìû ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿ-

ìûì [12, 13] è àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ðåøå-

íèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ)

[14 – 17].

Íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèò-

ìîâ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òî÷íûå àëãîðèòìû ðåà-

ëèçàöèè ÌÍÌ çíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàëè ÌÍÊ â

áûñòðîäåéñòâèè. Îäíàêî â ïîñëåäíèå ãîäû íà-

áëþäàåòñÿ ïðîãðåññ â äàííîì âîïðîñå.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåê-

òèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà îñíîâå ñèì-

ïëåêñ-ìåòîäà ïîêà íå ïðîâîäèëàñü. Â [12] ïðèâå-

äåíû ëèøü èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå âåðõíÿÿ è

íèæíÿÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè ñèìïëåêñ-ìåòîäà â

îáùåì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó (1) ïðèâîäèò ê ÷àñòíî-

ìó âèäó çàäà÷è ËÏ, òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàí-

íûì ïðîâåñòè óòî÷íåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ýô-

ôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè ÌÍÌ ñ ïîìîùüþ ñèì-

ïëåêñ-ìåòîäà. Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà óçëî-

âûõ òî÷åê î÷åíü òðóäîåìîê è ìàëîïðèãîäåí äëÿ

ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïîýòîìó öåëü äàí-

íîé ðàáîòû — ïðîâåäåíèå ñðàâíèòåëüíîãî àíà-

ëèçà âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè òî÷íûõ àë-

ãîðèòìîâ ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿìûì è àëãîðèò-

ìîâ, îñíîâàííûõ íà ðåøåíèè çàäà÷è ËÏ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Èç âàðèàíòîâ ñïóñêà ïî óçëîâûì ïðÿìûì

íàèáîëåå áûñòðûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ãðàäèåíò-

íîãî ñïóñêà [13, 18]. Çäåñü âìåñòî âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íàõîäÿò åå ïðîèçâîä-

íóþ ïî íàïðàâëåíèþ â îêðåñòíîñòè óçëîâûõ òî-

÷åê. Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ, îñíî-

âàííûõ íà ðåøåíèè çàäà÷è ËÏ (ñì., íàïðèìåð,

[19, 20]), èìåþò âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâ-

íîñòü, ñîïîñòàâèìóþ ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Ïîýòî-

ìó ïðîâåäåì ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåê-

òèâíîñòè è òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè ïî-

ìîùè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è àëãîðèòìàìè ðåøå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷

ËÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Â [13] ïðèâåäåíî îïèñàíèå àëãîðèòìà ãðàäè-

åíòíîãî ñïóñêà, âêëþ÷àþùåå îöåíêó åãî âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ñôîðìèðóåì ýêâèâàëåíò-
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íóþ (1) çàäà÷ó ËÏ, äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êàæäóþ
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— âåêòîð ðàçìåð-

íîñòüþ 1 × (n + 2m);
~
y — âåêòîð çíà÷åíèé öåëå-

âîé ôóíêöèè ðàçìåðíîñòüþ (n + 2m) × 1; C —

âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé ðàçìåðíîñòüþ

2n × 1; A — ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íåáàçèñ-

íûõ ïåðåìåííûõ ðàçìåðíîñòüþ 2n × (n + 2m).

Ñèìïëåêñ-òàáëèöà ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ ïðèâåäåíà

â òàáë. 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì îòðèöà-

òåëüíûõ çíà÷åíèé â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé

ñèìïëåêñ-òàáëèöà ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ (2) íå áóäåò

ÿâëÿòüñÿ äîïóñòèìîé. ×òîáû ýòî èñïðàâèòü, ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

îñíîâàííûå íà èçìåíåíèè áàçèñà íà ýëåìåíòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêàì ñ îòðèöàòåëüíûìè îã-

ðàíè÷åíèÿìè è ñòîëáöàì ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè. Îäíàêî ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìî-

ãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó ðîñòó âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è âðåìåíè

âû÷èñëåíèÿ èëè âîâñå ê çàöèêëèâàíèþ.

Ó÷èòûâàÿ âèä çàäà÷è (2), ìîæíî ñòðîãî îãðà-

íè÷èòü ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðèâå-

äåíèÿ òàáë. 1 ê äîïóñòèìîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî â êà-

÷åñòâå ðàçðåøàþùèõ ýëåìåíòîâ âûáèðàþòñÿ ïåð-

âàÿ ñòðîêà ñâåðõó ñ îòðèöàòåëüíûì îãðàíè÷åíè-

åì è ïåðâûé ñòîëáåö ñëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì ýëå-

ìåíòîì. Â ñèëó (2) îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò â

âûáðàííîì ñòîëáöå áóäåò ðàâåí – 1, ÷òî îãðàíè-

÷èò ÷èñëî èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî

îïîðíîãî ïëàíà ÷èñëîì n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ñôîðìèðîâàòü

äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ËÏ

C x

A x b

x

ò

ò

~ max,

~ ,

~ ,

�

�

�

$

%

&

'

& 0

(3)

ãäå
~
x — âåêòîð ðàçìåðíîñòüþ 2n × 1.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ â ñèëó áîëüøîãî îáúåìà àíàëèçèðóåìûõ

âûáîðîê, à êàê ñëåäñòâèå, è ñèìïëåêñ-òàáëèö íà-

÷àëè ïðîèñõîäèòü çàöèêëèâàíèÿ ïîèñêà ðåøå-

íèé. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ

ñîâïàäàþùèõ îïòèìàëüíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ îäèí

èç ïóòåé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñàìîìó ñåáå. ×òîáû

ýòîãî èçáåæàòü, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îïòèìèçà-
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Òàáëèöà 1. Ñèìïëåêñ-òàáëèöà ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ áåç åäèíè÷íîé ìàòðèöû áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ

Table 1. Simplex-table of a direct linear programming problem without a unit matrix of basic variables

Áàçèñ b1 b2 ... b
n

b
n + 1 b

n + 2 ... b
n + 2m – 1 b

n + 2m
C

b
n + 2m + 1 z1 0 ... 0 a

1
1( )

x11 
a
1
2( )

x11 ... a
m

( )1
x1m


a
m

( )2
x1m

y1

b
n + 2m + 2 0 z2 ... 0 a

1
1( )

x21 
a
1
2( )

x21 ... a
m

( )1
x2m


a
m

( )2
x2m

y2

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

b2n + 2m – 1 0 0 ... z
n

a
1
1( )

x
n1 
a

1
2( )

x
n1 ... a

m

( )1
x

nm

a

m

( )2
x

nm
y

n

b2n + 2m
z1 0 ... 0 
a

1
1( )

x11 a
1
2( )

x11 ... 
a
m

( )1
x1m

a
m

( )2
x1m

–y1

b2n + 2m + 1 0 z2 ... 0 
a
1
1( )

x21 a
1
2( )

x21 ... 
a
m

( )1
x2m

a
m

( )2
x2m

–y2

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

b3n + 2m
0 0 ... z

n

a

1
1( )

x
n1 
a

1
2( )

x
n1 ... 
a

m

( )1
x

nm
a

m

( )2
x

nm
–y

n

F(X) c1 c2 ... c
n

c
n + 1 c

n + 2 ... c
n + 2m – 1 c

n + 2m
F0

Ï ð è ì å ÷ à í è å. F0 — èñêîìûé ýêñòðåìóì; c1, c2, ..., c
n + 2m

— çíà÷åíèÿ ñòðîêè ôóíêöèîíàëà.



öèþ ïðèíöèïà âûáîðà ðàçðåøàþùèõ ñòðîê è

ñòîëáöîâ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ ïðåäïîëà-

ãàåìûõ ðàçðåøàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ïðè âûáîðå ðàçðåøàþùåé ñòðîêè â ñëó÷àå

ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî ñèìïëåêñíîãî îòíîøåíèÿ B ïðåäïîëà-

ãàåìûõ ðàçðåøàþùèõ ýëåìåíòîâ ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé áûëî èñïîëüçîâà-

íî ïðàâèëî Êðåêî [22, ñ. 42]. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â

âûáîðå òàêîé ñòðîêè, â êîòîðîé ðàíüøå âñòðåòèò-

ñÿ íàèìåíüøåå ÷àñòíîå îòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ

ñòðîê ê ïðåäïîëàãàåìûì ðàçðåøàþùèì ýëåìåí-

òàì. Ïðèíöèï âûáîðà ñòîëáöà ïðè ñîâïàäåíèè

îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå

íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîëó-

÷åííîãî ïðè äåëåíèè ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé

íà ïðåäïîëàãàåìûå ðàçðåøàþùèå ýëåìåíòû.

Òàêèì îáðàçîì, òåêóùèé âàðèàíò ñèì-

ïëåêñ-ìåòîäà ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäèôèöèðîâàí-

íûì â ðàìêàõ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Îïèøåì ïðèíöèï àëãîðèòìà ãðàäèåíòíîãî

ñïóñêà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé

[13]. Ïóñòü Ù: {Ù1, ..., Ù
n
} áóäåò ìíîæåñòâîì âñåõ

ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà

Ù
i
= Ù(a, x

i
, y

i
) = y

i
– (a, x

i
) = 0 (i = 1, ..., n).

Òîãäà óçëîâàÿ òî÷êà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ m íåçàâèñèìûõ ãèïåðïëîñêî-

ñòåé

u �

"

�

s M

s
* , M = {k1, ..., k

m
},

k1 < k2 < ... < k
m

, k
l
" {1, ..., n}.

Îáîçíà÷èì U ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâûõ òî÷åê. Íà-

çîâåì óçëîâîé òàêóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ ïåðåñå÷åíèåì (m – 1) íåçàâèñèìûõ ãèïåð-

ïëîñêîñòåé:

l
k k

m
( ,..., )

:
1 1


�Ù
i
, i " {k1, ..., k

m – 1}, k
l
" {1, ..., n}.

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñïóñêå ïî óçëîâûì

ïðÿìûì çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ ê òî÷êå, â

êîòîðîé áóäåò íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è

(1) [10]. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðóò

ñëó÷àéíóþ óçëîâóþ òî÷êó u(0), ïîëó÷àþùóþñÿ ïó-

òåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ïîðÿäêà m. Äàëåå, ïîî÷åðåäíî óáèðàÿ

íàáëþäåíèÿ èç ñèñòåìû, ïðîâåðÿþò âñå ïðîõîäÿ-

ùèå ÷åðåç òî÷êó óçëîâûå ïðÿìûå è íàõîäÿò òà-

êóþ, êîòîðàÿ ïðèâåäåò ê ìåíüøåìó îòíîñèòåëüíî

òåêóùåãî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè (1). Àëãî-

ðèòì ïðîäîëæàåò ïðîâåðêó äî òåõ ïîð, ïîêà íå

íàéäåòñÿ òî÷êà, äàëüíåéøèé ñïóñê èç êîòîðîé áó-

äåò ïðèâîäèòü òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ öå-

ëåâîé ôóíêöèè.

Îòëè÷èåì îò îáû÷íîãî ñïóñêà ÿâëÿåòñÿ ñïî-

ñîá ïðîâåðêè ïðèëåæàùèõ óçëîâûõ ïðÿìûõ, ãäå

íóæíî áûëî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-

öèè â êàæäîé òî÷êå íà ïðÿìîé, ÷òî óâåëè÷èâàëî

âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Â ãðàäè-

åíòíîì ñïóñêå çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîä-

íûõ ïî íàïðàâëåíèþ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

íóæíî âû÷èñëèòü ëèøü îäèí ðàç. Â êàæäîé óçëî-

âîé òî÷êå u(*) = ( ,..., )
(*) (*)

u u
m1

ïî íàïðàâëåíèþ

ïðÿìîé íàõîäèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ, ðàâíàÿ ñóììå n

ñëàãàåìûõ [13]:

+

+

�




Q

k k
m

( )(*)

( ,..., )

u

l
1 1

� � � � 


�

�

�

�

�

�

�

�
��

#( ) (*)
c x c x c u x y

i im m j ij

j

m

i

i

1 2 2

11

� sign

n

# ,

ãäå l( ,..., )k k
m1 1


= (c1, c2, ..., c
m

) — íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð óçëîâîé ïðÿìîé l
k k

m
( ,..., ) .

1 1


Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ñëåâà

+

+






Q

k k
m

( )(*)

( ,..., ) (*)

u

l
u1 1

è ñïðàâà
+

+



�

Q

k k
m

( )(*)

( ,..., ) (*)

u

l
u1 1

ìåíÿåò çíàê,

òî äëÿ äàííîé ïðÿìîé äîñòèãíóò ýêñòðåìóì,

ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñâîå ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñî-

ñòàâëÿåò O(n ln2
n m

2) < O(n1,4
m

2) [13].

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ýêñïåðèìåíòû äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è îïðåäå-

ëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

ïðîâîäèëè íà ñóïåðêîìïüþòåðå «Óðàí» ÈÌÌ

ÓðÎ ÐÀÍ, âðåìÿ èõ ðàáîòû îöåíèâàëè íà íîóòáó-

êå Lenovo Legion 7 16ACHg6 ñ âîñüìèÿäåðíûì

ïðîöåññîðîì Ryzen 7 5800H. Àëãîðèòìû ðåàëèçî-

âàíû ïðè ïîìîùè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ

C++ â ñðåäå Microsoft Visual Studio 2019. Äëÿ ãå-

íåðàöèè çàãðÿçíåííûõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê å èñ-

ïîëüçîâàëè ìîäåëü Òüþêè – Õüþáåðà [23, 24] ñ

âåðîÿòíîñòüþ çàñîðåíèÿ ã = 0,1:

F
ã
(x) = (1 – ã)F(x) + ãfF

H
(x),

ãäå F(x) — ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ îøèáîê, îáëàäàþùàÿ íåîáõîäèìûìè «õîðî-

øèìè» ïðèçíàêàìè; F
H

(x) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çàñîðåíèé.

Áûëè ñãåíåðèðîâàíû âûáîðêà ñî ñòàíäàðò-

íûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è âûáîðêè

ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ñ íåíóëåâûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì, à òàêæå äâóñòîðîííåå è îäíî-

ñòîðîííåå ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Âûáîð âåðîÿò-

íîñòè çàñîðåíèÿ ã = 0,1 îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè

ñòàòèñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ îøè-

áîê ó âûáîðîê äàííûõ íàáëþäàëñÿ ðàçáðîñ ôàê-

òè÷åñêèõ ÷àñòîò çàñîðåíèÿ îò íåñêîëüêèõ ñîòûõ
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äî 0,15 – 0,2. Ñèòóàöèè ñ áóëüøèì çàñîðåíèåì

ñëó÷àéíûõ îøèáîê íà ïðàêòèêå ìàëîâåðîÿòíû.

Îöåíèì òî÷íîñòü àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ñðàâ-

íåíèÿ ðåøåíèé 1000 âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ äëÿ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ ãåíåðàöèè ñëó-

÷àéíûõ îøèáîê. Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ñ ðåçóëüòàòà-

ìè àëãîðèòìà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ñîãëàñíî

ðèñ. 1, íàèáîëüøåå ÷èñëî îòêëîíåíèé äîñòèãíóòî

äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ ïðè n = 500,

m = 7 è äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïðè n = 400,

m = 7. Ïðè 4000 ýêñïåðèìåíòàõ ýòî ñîñòàâëÿåò

0,15 è 0,08 % ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ïðåíåáðåæèìî

ìàëî, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé òî÷íîñòè

àëãîðèòìîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîòèâîðå÷àò âûâî-

äàì, ïðèâåäåííûì ðàíåå â [12], ãäå óæå ïðè 32

íàáëþäåíèÿõ â ñèìïëåêñ-ìåòîäå íàáëþäàëîñü

5,5 % îòêëîíåíèé îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü áûë

ïðèìåíåí ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä,

ïðîòèâîäåéñòâóþùèé ïîÿâëåíèþ çàöèêëèâàíèé

è ïðèâîäÿùèé ê ðåøåíèþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-

ãîâ îïòèìàëüíûì ïóòåì. Àâòîð [12] èñïîëüçîâàë

âíóòðåííþþ ôóíêöèþ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ

R, êîòîðàÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîäîáíîé çàùèòû è

áîëåå ñòðîãîãî îãðàíè÷åíèÿ ÷èñëà çíàêîâ ïîñëå

çàïÿòîé ìîãëà ïðèâîäèòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) ê

îòêëîíåíèþ îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

àëãîðèòìà ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé

è äâîéñòâåííûõ çàäà÷ â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõî-

äèìî ïðîâåñòè ïðîâåðêó íà îäíîðîäíîñòü ÷èñëà

èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøå-

íèÿ ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ îäíîãî âû-

÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è ÷åòûðåõ âàðèàí-

òîâ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ îøèáîê. Âîñïîëüçóåì-

ñÿ t-êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà è U-êðèòåðèåì Ìàí-

íà – Óèòíè äëÿ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê, äëÿ îöåí-

êè óðàâíåíèé ðåãðåññèè îòäåëüíûõ ïîäâûáîðîê

ïðèìåíèì òåñò ×îó [25]. Ýòî ïîçâîëèò îöåíèòü

ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ðàçëè÷èé ñàìèõ âû-

áîðîê, à òàêæå ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â çàâèñèìî-

ñòè îò ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì (òàáë. 2) âåðîÿòíîñòü

ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè

÷èñëà èòåðàöèé çíà÷èòåëüíî áîëüøå 0,05, è îíà

íå îòâåðãàåòñÿ. Òåêóùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñ÷è-

òàòü èñ÷åðïûâàþùèìè, òàê êàê îäíîðîäíîñòü

÷èñëà èòåðàöèé âòîðîé è òðåòüåé âûáîðîê èñõî-

äèò èç îäíîðîäíîñòè ïåðâîé è âòîðîé, à òàêæå

ïåðâîé è òðåòüåé âûáîðîê. Àíàëîãè÷íûì ñïîñî-

áîì ìîæíî ïîëó÷èòü è îñòàâøèåñÿ îòíîøåíèÿ.

Ýòî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå

÷èñëà èòåðàöèé êàæäîé èç ãåíåðàöèé è òåì ñà-

«Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2024. Òîì 90. ¹ 5 83

0

1

2

3

4

5

6

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3
Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ

2

3

4

5

6

7

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Ðèñ. 1. ×èñëî îòêëîíåíèé ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà îò ðåøåíèÿ ãðàäèåí-

òíûì ñïóñêîì ïî óçëîâûì ïðÿìûì äëÿ n = 50, 100, ..., 500 è m = 2, 3, ..., 7

Fig. 1. The number of deviations of the solution of a direct and dual linear programming problems using the simplex method

from the solution by gradient descent along nodal straight lines for n = 50, 100, ..., 500 and m = 2, 3, ..., 7

Òàáëèöà 2. Îöåíêà îäíîðîäíîñòè ÷èñëà èòåðàöèé àëãî-

ðèòìîâ íà îñíîâå ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðè ðàçíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèÿõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê

Table 2. Estimation of the homogeneity of the number of

iterations of algorithms based on the simplex method for dif-

ferent distributions of random errors

Ìåòîä Ñòüþäåíòà Ìåòîä Ìàííà – Óèòíè Ìåòîä ×îó

Âûáîðêà G1 Âûáîðêà G1 Âûáîðêà G1

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ

G2 0,97 G2 0,93 G2 0,86

G3 0,90 G3 0,91 G3 0,82

G4 0,90 G4 0,87 G4 0,90

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ

G2 0,85 G2 0,89 G2 0,99

G3 0,92 G3 0,95 G3 0,97

G4 0,92 G4 0,85 G4 0,98

Ï ð è ì å ÷ à í è å. G
i
— âàðèàíòû ãåíåðàöèè âûáîðêè ñëó-

÷àéíûõ îøèáîê: G1 — ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå; G2 — ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ñ íåíóëåâûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì; G3 è G4 — äâóñòîðîííåå è

îäíîñòîðîííåå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.



ìûì â ÷åòûðå ðàçà ðàñøèðèò êîëè÷åñòâî îöåíîê

ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî â îòëè÷èå îò äâîéñòâåí-

íîé çàäà÷è ËÏ ïðÿìàÿ çàäà÷à ìåíåå ÷óâñòâè-

òåëüíà ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ m.

Â ðåçóëüòàòå, íåñìîòðÿ íà ïðåèìóùåñòâî ðåøå-

íèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è â íà÷àëå, ñ ðîñòîì m

îíà íà÷èíàåò âñå ñèëüíåå ïðîèãðûâàòü. Êðîìå

òîãî, åñëè íå ó÷èòûâàòü ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõî-

äèìûõ äëÿ ïðèâåäåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà ê äîïóñ-

òèìîìó âèäó, òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ

íóæíî ìåíüøå èòåðàöèé, ÷åì äëÿ ðåøåíèÿ äâîé-

ñòâåííîé çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïåðâîå ïðè-

áëèæåíèå íàõîäèòñÿ áëèæå ê êîíå÷íîìó ðåøå-

íèþ, ÷òî èçíà÷àëüíî íèâåëèðóåòñÿ íåîáõîäèìî-

ñòüþ ïðèâåäåíèÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöû ê äîïóñòè-

ìîìó âèäó, íî ñíîâà ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè

m. Òàê, ïðè m = 7, n = 500 íà ðåøåíèå äâîéñò-

âåííîé çàäà÷è ïðèøëîñü íà 200 èòåðàöèé áîëü-

øå, ÷åì äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé.

Óòâåðæäåíèå. Ñðåäíÿÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà-

÷è ËÏ ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðàâíà

O(n3,2
m

0,2) è O(n3
m

0,5) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âû÷èñëèòåëü-

íóþ ñëîæíîñòü îäíîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è

ËÏ ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà. ×èñëî ëîãè-

÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà, áóäåò ðàâíî ñóììå

ñòðîê è ñòîëáöîâ ñèìïëåêñ-òàáëèöû è ñîñòàâëÿòü

(5n + 2m + 1). Èñõîäÿ èç íàéäåííîãî ýëåìåíòà,

ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ìåòîäîì

Ãàóññà – Æîðäàíà, à èìåííî:

äåëåíèå ðàçðåøàþùåé ñòðîêè íà ðàçðåøàþ-

ùèé ýëåìåíò — (3n + 2m + 1) îïåðàöèé;

ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèöû — (4n – 2)(3n + 2m + 1) îïåðàöèé;

âû÷èñëåíèå ñèìïëåêñíîãî îòíîøåíèÿ — 2n

îïåðàöèé;

îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñòðîêè ôóíêöèîíà-

ëà — (4n + 1)(3n + 2m) + 4n îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñ-

ëåíèé äëÿ îäíîé èòåðàöèè áóäåò ñîñòàâëÿòü ïî-

ðÿäêà (24n
2 + 16mn + 2m + 15n) îïåðàöèé èëè

O(n2) ñ ó÷åòîì n > m.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåé âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü

÷èñëà èòåðàöèé îò n è m èñõîäÿ èç ðèñ. 2. Äëÿ

ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ ïîëó÷èì n
1,2

m
0,1 ñ êîýôôèöè-

åíòîì äåòåðìèíàöèè R
2 = 0,99 è äëÿ äâîéñòâåí-

íîé çàäà÷è ËÏ — nm
0,5 ñ R

2 = 0,99. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñðåäíÿÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèò-

ìîâ áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñëîæíîñòè îäíîé

èòåðàöèè íà íàéäåííóþ çàâèñèìîñòü. Äëÿ ïðÿ-

ìîé çàäà÷è ËÏ îíà áóäåò ñîñòàâëÿòü O(n3,2
m

0,1)),

à äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è — O(n3
m

0,5).

Îäíàêî ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî îöåíêà âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè â íîòàöèè BigO — ýòî

ìåðà, îòðàæàþùàÿ â áîëüøåé ñòåïåíè óçêèå ìåñ-

òà àëãîðèòìîâ, êîòîðàÿ íå ðàññ÷èòàíà íà èõ âñå-

ñòîðîííèé àíàëèç. Ïîýòîìó åå ñëåäóåò ðàññìàò-

ðèâàòü â ñîâîêóïíîñòè ñ äðóãèìè êðèòåðèÿìè è

îöåíêàìè. Ñðàâíèì ñðåäíåå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè â (1) ñ ïîìîùüþ ðåøå-

íèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ËÏ ñî ñðåä-

íèì âðåìåíåì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïî óçëîâûì

ïðÿìûì äëÿ 100 ýêñïåðèìåíòîâ. Èç ðèñ. 3 âèäíî,

÷òî ãðàäèåíòíûé ñïóñê ðàáîòàåò áûñòðåå êàê ìè-

íèìóì â 10 ðàç, ïðè÷åì ýòîò âûèãðûø ðàñòåò ñ

óâåëè÷åíèåì n (íàïðèìåð, ïðè n = 500 âûèãðûø

â áûñòðîäåéñòâèè äîñòèãàåò 2140 è 670 ðàç äëÿ

ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ ñîîò-

âåòñòâåííî). Ñðåäíèé âûèãðûø ïî âû÷èñëèòåëü-

íîé ñëîæíîñòè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïî óçëîâûì

84 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2024. Òîì 90. ¹ 5

0

300

600

900

1200

1500

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ

2 3 4 5 6 7

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ

2 3 4 5 6 7

0

300

600

900

1200

1500

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ

n = 50, 100, ..., 500 è m = 2, 3, ..., 7

Fig. 2. Dependence of the number of iterations in solving a direct and dual linear programming problem using the simplex

method for n = 50, 100, ..., 500 and m = 2, 3, ..., 7



ïðÿìûì îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîé-

ñòâåííîé çàäà÷ ËÏ ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî

O(n1,8
m

–1,8) è O(n1,6
m

–1,5).

Íàëè÷èå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ó ãðàôèêîâ

ñâÿçàíî ñ äâóìÿ ôàêòîðàìè. Âî-ïåðâûõ, òåìï ðîñ-

òà âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà îòíîñè-

òåëüíî îáúåìà âûáîðêè n ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò

äî äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî

íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ. Òàê, äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿ-

ìîé çàäà÷è ËÏ ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

n = 150 – 200, à äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è — ïðè

n = 200 – 250. Âî-âòîðûõ, òåìï ðîñòà âðåìåíè

âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ ðîñòîì n

ìîíîòîííî çàìåäëÿåòñÿ, ñòðåìÿñü ê åäèíèöå.

Îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ó O(m–1,8) è O(m–1,5)

ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n

ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ìîäåëè m ýôôåêòèâíîñòü ãðà-

äèåíòíîãî ñïóñêà ñíèæàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðå-

øåíèÿìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ.

Ìåíüøàÿ ñòåïåíü äëÿ m ó O(n3,2
m

0,1) ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ O(n3
m

0,5) ãîâîðèò î òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå

ïîðÿäêà ìîäåëè m â ìåíüøåé ñòåïåíè âëèÿåò íà

ðîñò âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðÿìîé çàäà÷è

ËÏ ïî ñðàâíåíèþ ñ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî÷åìó ïðè ÷èñëå èòåðà-

öèé ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ, ìåíüøåì, ÷åì äëÿ äâîé-

ñòâåííîé (ñì. ðèñ. 2), îíà ñèëüíåå ïðîèãðûâàåò

ïî áûñòðîäåéñòâèþ ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó ñ ðîñ-

òîì n? Ýòî ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðàâîé ÷àñ-

òè, êîòîðûå äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ðàâíû b,

à çíà÷èò, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íóëåé è åäè-

íèö. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ñòðîêè

ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåòñÿ ìåíüøå âû÷èñëè-

òåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ,

òàê êàê óìíîæåíèå íà íîëü èëè åäèíèöó ëèáî ñî-

õðàíÿåò çíà÷åíèå ñîìíîæèòåëÿ, ëèáî åãî îáíóëÿ-

åò. Îäíàêî ýòîò ïðîèãðûø â áûñòðîäåéñòâèè íå

ñòîëü çíà÷èòåëåí, íàïðèìåð, äëÿ n = 500 ïðÿìàÿ

çàäà÷à â ñðåäíåì âû÷èñëÿëàñü ìåäëåííåå â 3,2

ðàçà ïðè m = 2 è â 1,7 ðàçà ïðè m = 7. À ïðè

n � 50 ðàçëè÷èÿ â áûñòðîäåéñòâèè ñòàíîâÿòñÿ ìå-

íåå 10 %. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ

ñèòóàöèé ðàçëè÷èÿ â òðóäîåìêîñòè ïðÿìîé è

äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ íå ñóùåñòâåííû.

Çàêëþ÷åíèå

Âûïîëíåíà îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè ÌÍÌ ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ. Óñòà-

íîâëåíî, ÷òî îáà âàðèàíòà çíà÷èòåëüíî ïðîèãðû-

âàþò ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó ïî óçëîâûì ïðÿìûì

êàê â ïëàíå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãî-

ðèòìîâ, òàê è ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ. Ïðè÷åì

âûèãðûø ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ðàñòåò ñ óâåëè÷å-

íèåì n — â ñîòíè è áîëåå ðàç. Âàðüèðîâàíèå

òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ îøèáîê íå îêà-

çûâàåò çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ íà âû÷èñëèòåëü-

íóþ òðóäîåìêîñòü. Ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåí-

íîé çàäà÷ ËÏ äëÿ âûáîðîê îáúåìà ìåíåå 50 íà-

áëþäåíèé ïî áûñòðîäåéñòâèþ ïðàêòè÷åñêè íå

ðàçëè÷àþòñÿ, ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè ðå-

øåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïîñòåïåííî âûèãðû-

âàåò ïî áûñòðîäåéñòâèþ â 2 – 4 ðàçà.

Êîíôëèêò èíòåðåñîâ

Àâòîðû çàÿâëÿþò îá îòñóòñòâèè êîíôëèêòà

èíòåðåñîâ.
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