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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 9 èþëÿ 2015 ã.

Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðîãíîçà

ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü âõîäíûå âðåìåííûå ðÿäû êàê ìàòðèöó îáúåêò-ïðèçíàê è èñïîëüçîâàòü

îòáîð ïðèçíàêîâ. Â óñëîâèÿõ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ íåîáõîäèì êðèòåðèé äëÿ åå îáíà-

ðóæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿëè ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Áåëñëè. Èñêëþ÷åíèå êîððåëèðóþ-

ùèõ ïðèçíàêîâ ïðè îòáîðå ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è ïîëó÷èòü óñòîé÷èâûå îöåí-

êè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðåäëîæåí ìåòîä äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ.

Â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêè äàííîãî ìåòîäà â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðåøåíà

çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî÷àñîâûõ çíà÷åíèé öåí íà ýëåêòðîýíåðãèþ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû

íà ðåàëüíûõ äàííûõ î öåíàõ íà ýëåêòðîýíåðãèþ â Ãåðìàíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè; âûáîð ïðèçíàêîâ; ìåòîä Áåëñëè; ïî÷àñîâîå ïðîãíîçèðî-

âàíèå öåí; ïðîãíîçèðîâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ; ìåòîä äîáàâëåíèÿ-óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ; ëèíåéíàÿ

ðåãðåññèÿ.

Â ñîâðåìåííîì ìèðå áîëüøèíñòâî íàáëþäàåìûõ

âåëè÷èí, îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñ äåÿòåëüíîñòüþ ÷å-

ëîâåêà, îáëàäàþò ïåðèîäè÷íîñòüþ: öåíû íà àâèàáè-

ëåòû çíà÷èòåëüíî çàâèñÿò îò ìåñÿöà; çàãðóæåííîñòü

äîðîã — îò äíÿ íåäåëè è âðåìåíè ñóòîê; ñïðîñ íà ñå-

çîííûå òîâàðû — îò âðåìåíè ãîäà. Â äàííîé ðàáîòå

ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ, îáëàäàþùèõ ïåðèîäè÷íîñòüþ. Äëÿ ýòîãî ïðåäëà-

ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä àâòîðåãðåññèè [1], êîòîðûé

ñâîäèò çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîé

ðåãðåññèè [2].

Êðîìå ìåòîäà àâòîðåãðåññèè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïðîãíîçîâ èñïîëüçóþò äðóãèå ïîäõîäû. Íàïðèìåð, àë-

ãîðèòì ARIMA, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì àëãîðèòìà

àâòîðåãðåññèîííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (ARMA),

èëè àëãîðèòì Ãóñåíèöû [3], êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ

â ïðåîáðàçîâàíèè îäíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà â

ìíîãîìåðíûé è ïðèìåíåíèè ê íåìó ìåòîäà ãëàâíûõ

êîìïîíåíò [4]. Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà êâàäðà-

òè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå ðÿäà, ïîýòîìó äëÿ äëèí-

íûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ îí ìåíåå óäîáåí, ÷åì àëãîðèò-

ìû ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ. Ïîä ñëîæíîñòüþ

àëãîðèòìà ïîíèìàåòñÿ çàâèñèìîñòü íåîáõîäèìûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ îò äëèíû ïîäàâàåìîãî íà âõîä

âðåìåííîãî ðÿäà.

Â çàäà÷å ðåãðåññèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷å-

íèå öåëåâîãî âåêòîðà íà îñíîâå çàäàííûõ ïðèçíàêîâ,

íàëè÷èå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó êîòîðûìè ïðè-

âîäèò ê ïîëó÷åíèþ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâîé

ìîäåëè. Ìîäåëü áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé, åñëè

ëþáûå ìàëûå èçìåíåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ïðèâî-

äÿò ê ñëàáûì èçìåíåíèÿì öåëåâîãî âåêòîðà. Ìóëüòè-

êîëëèíåàðíîñòü — ýòî íàëè÷èå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè

ìåæäó ïðèçíàêàìè, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò

óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè [5]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü îòáîð

ïðèçíàêîâ. Ðàññìîòðèì ïîäõîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþò

äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ. Â ìåòîäå Lasso [6] ê ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîé îøèáêå äîáàâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèîí-

íûé ÷ëåí, ðàâíûé l1-íîðìå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ýòî

ïðèâîäèò ê çàíóëåíèþ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ê îòáîðó ïðèçíàêîâ.

Ìåòîä LAD-Lasso [6, 7] èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä

Lasso, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â áîëüøåé óñòîé÷èâîñòè ê

îøèáêàì è áîëåå òî÷íîì îòáîðå ïðèçíàêîâ áëàãîäàðÿ
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òîìó, ÷òî êàæäûé ïðèçíàê èìååò ñîáñòâåííóþ âåëè÷è-

íó øòðàôà. Ìåòîä íàèìåíüøèõ óãëîâ LARS [8] ÿâëÿ-

åòñÿ îáîáùåííîé âåðñèåé Lasso. Îí îöåíèâàåò âåñà

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, èçìåíÿÿ èõ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèáîëüøóþ êîððåëÿöèþ ñ âåêòî-

ðîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Îñíîâíîå ïðåèìóùå-

ñòâî ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí âûïîëíÿ-

åòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ, íå ïðåâûøàþùåå ÷èñëî ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ. Ìåòîä ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåí-

òîâ [3] îñíîâàí íà ðåêóðñèâíîì îòáîðå ìîäåëåé, íà

îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, çà

ñ÷åò ÷åãî òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà

êàæäîì øàãå. Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ [10] ïðèìåíÿåòñÿ â

ñëó÷àå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ, â íåé â êà-

÷åñòâå ðåãóëÿðèçàòîðà ê âåëè÷èíå ñðåäíåêâàäðàòè÷-

íîé îøèáêè äîáàâëÿåòñÿ l2-íîðìà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ñïîñîáà îòáîðà ïðè-

çíàêîâ ïðåäëîæåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ øàãî-

âîé ðåãðåññèè Add-Del [1]. Äîáàâëåíèå ïðèçíàêîâ ïðî-

âîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà FOS [11]. Îí ïîñëåäîâà-

òåëüíî äîáàâëÿåò ïðèçíàêè, ìàêñèìàëüíî êîððåëè-

ðóþùèå ñ âåêòîðîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Óäàëå-

íèå ïðèçíàêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

Áåëñëè [12], êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ìóëüòè-

êîððåëèðóþùèå ïðèçíàêè, èñêëþ÷èâ èõ èç ðàññìîòðå-

íèÿ, è ïîëó÷èòü áîëåå óñòîé÷èâóþ ìîäåëü. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ìåòîäîâ ïðè îòáîðå

ïðèçíàêîâ ïîçâîëèò ïîëó÷èòü óñòîé÷èâóþ ìîäåëü, äëÿ

ðàáîòû ñ êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ðåñóðñîâ. Ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ëè-

íåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà ïðèçíàêîâ.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà

â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðåøàåòñÿ çà-

äà÷à ïîñòðîåíèÿ ïî÷àñîâîãî ïðîãíîçà öåíû íà ýëåê-

òðîýíåðãèþ [13, 14]. Ýêñïåðèìåíò ïîñòàâëåí íà ðåàëü-

íûõ äàííûõ è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè

íà îñíîâå îòîáðàííûõ ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì ïðèçíà-

êîâ ñòðîèòñÿ ïðîãíîç ìåòîäîì àâòîðåãðåññè. Ðåçóëüòà-

òû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåàëüíûì ïîâåäåíèåì öåí ïîñëå

ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà è ñ äàííûìè ðàáîòû äðó-

ãèõ àëãîðèòìîâ. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå-

ïîñðåäñòâåííî îòáîð ïðèçíàêîâ è ñðàâíèâàþòñÿ ðå-

çóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî è äðóãèõ ìåòîäîâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì íàáîð âðåìåííûõ ðÿäîâ s1, s2, ..., sp

âèäà sj = {xij }, i = 1, ..., T – 1, j = 1, ..., p. Ðÿä s1 áóäåì

íàçûâàòü öåëåâûì. Íåîáõîäèìî ñïðîãíîçèðîâàòü ñëå-

äóþùèå ô çíà÷åíèé öåëåâîãî ðÿäà s1, îïèðàÿñü íà ðÿäû

s1, ..., sp. Íàáîð ðÿäîâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè: îòñ÷åòû âðåìåíè i ñäåëàíû ÷åðåç ðàâíûå ïðîìå-

æóòêè, ðÿä sj èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ô è

íå èìååò ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, äëèíà ðÿäà T – 1

êðàòíà ïåðèîäó ô.

Ïîñòðîèì àâòîðåãðåññèîííóþ ìàòðèöó äëÿ öåëå-

âîãî ðÿäà s1:

X
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Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó X1 â âèäå

X1 = (X|y).

Äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ sj, j = 2, ..., p, ïîñòðîèì àâòîðåã-

ðåññèîííûå ìàòðèöû Xj. Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû ïðèïè-

øåì ñïðàâà ê ìàòðèöå X äëÿ öåëåâîãî ðÿäà. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó

X* = (X|X2, ..., Xp|y).

Ðàçîáüåì ïîëó÷åííóþ àâòîðåãðåññèîííóþ ìàòðèöó

X* ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4 5X Xyx* ,

m T

x

âûäåëèâ ïîñëåäíèé ñòîëáåö è ñòðîêó. Çàìåòèì, ÷òî

âåêòîð y è ìàòðèöà x áûëè ïåðåîáîçíà÷åíû. Äëÿ íàõî-

æäåíèÿ çíà÷åíèÿ xT ïîñòàâèì çàäà÷ó ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè:

| | | | min,Xw y� �
2

w

(1)

ãäå w — âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Òîãäà

xT = xmw. (2)

×òîáû íå ïåðåñòðàèâàòü àâòîðåãðåññèîííóþ ìàòðèöó

äëÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà, â

êà÷åñòâå âåêòîðà xm âûáèðàþòñÿ ô – 1 çíà÷åíèé ðÿäà

ïðåäûäóùåãî ïåðèîäà. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé âåê-

òîð ïàðàìåòðîâ w*, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

ôóíêöèè îøèáêè S. Îïòèìàëüíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ

äëÿ çàäà÷è (1) èìååò âèä

w* = (XòX)–1(Xòy).

Ïðè ðàáîòå ñ âðåìåííûìè ðÿäàìè áîëüøîé äëèíû àâ-

òîðåãðåññèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä ñ ïî÷àñîâûìè

ïîêàçàíèÿìè çà äâà ìåñÿöà. Ìàòðèöà X áóäåò èìåòü

ðàçìåðû (24 – 1)(31 · 2 – 1) = 23 · 61. ×òîáû ïîíèçèòü

åå ðàçìåðíîñòü, ïîñòàâèì çàäà÷ó îòáîðà ïðèçíàêîâ.

Ïðèçíàêàìè áóäåì ñ÷èòàòü ñòîëáöû ìàòðèöû X.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòáîðà ïðèçíàêîâ

Ïðåäñòàâèì öåëåâîé âåêòîð â âèäå

y = Xw + å(X),

ãäå å — âåêòîð ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Ïàðó (X, y)

íàçîâåì âûáîðêîé è îáîçíà÷èì D. Ïðèçíàêè, êîòîðûì
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ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå ÷ëåíû âåêòîðà w, íàçîâåì

àêòèâíûìè, à îñòàëüíûå ïðèçíàêè áóäåì ñ÷èòàòü èñ-

êëþ÷åííûìè. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ âûáîð-

êè îáîçíà÷èì I è ðàçîáüåì íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-

ìíîæåñòâà: J = L � C.

Ôóíêöèþ îøèáêè S ( f (w, X), y) çàäàäèì êàê êâàä-

ðàò íîðìû âåêòîðà ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ:

S = ||å(X)||2. (3)

Ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ îáî-

çíà÷èì A 6 J, ãäå J — ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ïðè-

çíàêîâ. Íàçîâåì ìîäåëüþ ïàðó (f, A) è îáîçíà÷èì åå

êàê fA. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è ëèíåéíîé ðåãðåññèè

ôóíêöèÿ f ôèêñèðîâàíà, ïîýòîìó äëÿ âûáîðà ìîäåëè

íåîáõîäèìî íàéòè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A, ìèíèìèçè-

ðóþùåå ôóíêöèþ îøèáêè S íà ýëåìåíòàõ âûáîðêè DC,

ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ âûáîðêè D ñ èíäåêñàìè èç

ìíîæåñòâà C:

A S A D
A J

C
* arg min ( | *, ).
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w (4)

Çàïèñü âèäà S (A |D ) îçíà÷àåò, ÷òî âûáîðêà D ôèêñèðî-

âàíà, à âûáîðêà A ìåíÿåòñÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)

òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð ïàðàìåòðîâ w*, äîñòàâëÿþ-

ùèé ìèíèìóì ôóíêöèè îøèáêè S íà ýëåìåíòàõ âû-

áîðêè DL, îïðåäåëÿåìîé àíàëîãè÷íî D:

w w
w

* arg min ( | , ),


7W
L

S D A (5)

ãäå W — ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà w.

Ìåòîä Áåëñëè

Ìåæäó ïðèçíàêàìè âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå

ìóëüòèêîëëèíåàðíîé çàâèñèìîñòè. Íàïèìåð, åñëè âðå-

ìåííîé ðÿä îáëàäàåò ïîñóòî÷íîé ïåðèîäè÷íîñòüþ,

åãî çíà÷åíèÿ â îäèí è òîò æå ÷àñ è â ñîñåäíèå ÷àñû

ñèëüíî êîððåëèðóþò. Â ñëó÷àå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

ïðèçíàêîâ îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (5) ÿâëÿåòñÿ íå-

óñòîé÷èâîé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû íåîá-

õîäèìî íàéòè ìóëüòèêîëëèíåàðíûå ïðèçíàêè. Ïðèìå-

íèì äëÿ ýòîãî ìåòîä Áåëñëè. Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå

ðàçëîæåíèå ìàòðèöû X:

X = UDVò, (6)

ãäå U è V — îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû; D — äèàãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ëj òà-

êèõ, ÷òî ë1 < ë2 < ... < ër (r — ðàíã ìàòðèöû D). Ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà íå âûðîæäåíà, ïîýòîìó r = n.

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w îöå-

íèâàåòñÿ êàê
^
A
�1 = XòX. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ëi ÿâ-

ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñòîëáöû ìàòðè-

öû V — ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû
^
A
�1. Èñïîëüçóÿ ñèãíóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (6),

çàïèøåì:

^
A
�1

= XòX = VDòUòUDVò = VD2Vò.

Îïðåäåëèì êàê i-é èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè îòíî-

øåíèå çi = ëmax�ëi, ãäå ëmax — ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿð-

íîå ÷èñëî. Áîëüøîå çíà÷åíèå çi óêàçûâàåò íà áëèçêóþ

ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ìàêñè-

ìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû X ïîêàçû-

âàåò, íàñêîëüêî âåëèêî áóäåò èçìåíåíèå êîìïîíåíò

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w ïðè èçìåíåíèè ìàòðèöû ïðè-

çíàêîâ X. Íàçîâåì åãî ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè è. Çà-

ìåòèì, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
^
A åñòü

êâàäðàò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû X.

Â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñè-

ìàëüíî êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ íåîáõîäèìî íàéòè

èíäåêñ

i
i A

i
* arg min ,
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8 (7)

ãäå A — òåêóùåå ìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ.

Îöåíêàìè äèñïåðñèè ïàðàìåòðîâ áóäóò äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
^
A
�1. Äèñïåðñèîííûå

äîëè qij îïðåäåëèì êàê âêëàä j-ãî ïðèçíàêà â äèñïåð-

ñèþ i-ãî ýëåìåíòà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w:

q

v

v

ij

ij j

ij j

j

n






�

2 2

2 2

1

�

�

. (8)

Èç õàðàêòåðèñòèêè äèñïåðñèîííûõ äîëåé ñëåäóåò,

÷òî èõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ óêàçûâàþò íà íàëè÷èå çàâè-

ñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè. Îïðåäåëèì èíäåêñ j*,

âíîñÿùèé ìàêñèìàëüíûé âêëàä â äèñïåðñèþ i-ãî ýëå-

ìåíòà âåêòîðà w:

j q
j A

i j
* arg min ,

*
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(9)

ãäå ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè i* íàõî-

äèòñÿ ñîãëàñíî (7).

Áóäåì íàçûâàòü ìîäåëü fA íåóñòîé÷èâîé, åñëè ÷èñ-

ëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ïðèçíàêîâ X âåëèêî:

è � 1.

Èñêëþ÷åíèå èç ìîäåëè fA ïàðàìåòðîâ, ìàêñèìàëü-

íî âëèÿþùèõ íà ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû X, îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ óñòîé÷è-

âîñòü ìîäåëè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü N îáúåêòîâ îïèñûâàþòñÿ

ìîäåëüþ fA, ñîñòîÿùåé èç n ïðèçíàêîâ ÷i. Íåêîòîðûå

ïðèçíàêè ìóëüòèêîëëèíåàðíû. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëü-

íûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè çmax. Èç êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû
^
A íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ

åìó äèñïåðñèîííóþ äîëþ. Ïóñòü îíà ñîîòâåòñòâóåò

ïðèçíàêó ÷ j*. Ýòî óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü ïðè-

çíàêà ÷ j* ê ìíîæåñòâó ìóëüòèêîððåëèðóþùèõ ïðèçíà-

êîâ. Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü âëå÷åò áëèçîñòü ê íóëþ

îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ëk.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷åíèå j*-ãî ïðèçíàêà èç ìî-

äåëè fA ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ìèíèìàëüíîãî ñèíãó-

ëÿðíîãî ÷èñëà è óìåíüøåíèþ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè

è� íîâîé ìàòðèöû X�. Ìåíüøåå ÷èñëî îáóñëîâëåííî-

>� �������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� ��



ñòè õàðàêòåðèçóåò ëó÷øóþ óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè, à

çíà÷èò, èñêëþ÷åíèå j*-ãî ïðèçíàêà åå ïîâûøàåò.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïðèíöèïà ðàáîòû ìåòîäà

Áåëñëè ðàññìîòðèì åãî íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Íà

ðèñ. 1 ïðèâåäåíû òðè îáúåêòà, êàæäûé èç êîòîðûõ

îïèñûâàåòñÿ øåñòüþ ïðèçíàêàìè ÷1, ..., ÷6. Ðàññòîÿíè-

åì îò îáúåêòà äî ïðèçíàêà áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó

óãëà ìåæäó íèìè. Òàáëèöà 1 ñîäåðæèò ðàçëîæåíèå

âåêòîðà äèñïåðñèèé var(÷ j) ïî èíäåêñàì îáóñëîâëåí-

íîñòè çi. Íà ðèñ. 2 îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

ïàðàìåòðîâ
^
A âèçóàëèçèðîâàíà.

Ñîãëàñíî òàáë. 1 ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâ-

ëåííîñòè ÷6 = 4,87. Â ñîîòâåòñòâóþùåé åìó øåñòîé

ñòðîêå äèñïåðñèîííûå äîëè â ïåðâîì è âòîðîì ñòîëá-

öàõ (çàòåìíåíû) ìàêñèìàëüíû. Îíè ñîîòâåòñòâóþò

ïðèçíàêàì ÷1 è ÷2, ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ ÿðêî âû-

ðàæåííàÿ çàâèñèìîñòü (ñì. ðèñ. 1).

Ìåòîä îòáîðà ïðèçíàêîâ Add-Del

Ïðèìåíèì ìåòîä Áåëñëè äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ — Add è

Del. Ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðåãðåññèîííûå îñòàòêè

èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòîæè-

äàíèåì è ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìíî-

æåñòâî àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ A0 = 9. Ðàññìîòðèì ðàáî-

òó àëãîðèòìà.

Ýòàï Add. Âûáèðàåì ïðèçíàê j* èç ìíîæåñòâà èñ-

êëþ÷åííûõ ïðèçíàêîâ ñîãëàñíî

j* = j 7 J�AS (w|A � { j }, D ) (10)

è äîáàâëÿåì åãî ê ìîäåëè:

A = A � {j*}. (11)

Ïðèçíàêè äîáàâëÿþòñÿ ê àêòèâíîìó íàáîðó A äî òåõ

ïîð, ïîêà ôóíêöèÿ îøèáêè íå óäîâëåòâîðèò êðèòåðèþ

îñòàíîâà

S (wA|D ) 2 Smin + äS1. (12)

Ýòàï Del. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì (9) íàõî-

äèì ïðèçíàê j*, ìàêñèìàëüíî êîððåëèðóþùèé ñ äðó-

ãèìè, è óäàëÿåì åãî èç ìíîæåñòâà:

A = A�{j*}. (13)

Ïîâòîðÿåì äàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó-

÷åííàÿ îøèáêà S f D
A

k

( | *, )w ïðåâîñõîäèò ñâîå ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå íà äàííîì ýòàïå íå áîëåå ÷åì íà

çàäàííóþ âåëè÷èíó äS2. Êðèòåðèé îñòàíîâà ýòàïà Del

íà äàííîì øàãå:

S (wA|DL) 2 Smin + äS2. (14)

Ýòàïû Add è Del ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îøèáêà

íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. åå çíà÷åíèå áóäåò ñëàáî èçìå-

íÿòüñÿ îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè. Êîëåáàíèå îò èòåðà-

öèè ê èòåðàöèè äîëæíî ñîñòàâëÿòü âåëè÷èíó ïîðÿäêà

1�100 S, áîëåå êîíêðåòíîå åå çíà÷åíèå ìîæíî ïîäîá-

ðàòü îïûòíûì ïóòåì. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåé íà êðè-

òåðèÿõ îñòàíîâà (12), (14). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí

äS1,2 ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñóììû êâàäðàòîâ ðåãðåññè-

îííûõ îñòàòêîâ

S = å
ò
å. (15)

�������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� �� >�

Ðèñ. 1. Ìóëüòèêîððåëèðó-

þùèå îðòîãîíàëüíûå âåê-

òîðû çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ

0,8

0,6

0,4

0,2

Ðèñ. 2. Âèçóàëèçàöèÿ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðà-

ìåòðîâ
^
A

Òàáëèöà 1. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà äèñïåðñèé var(÷
j
) ïî èíäåêñàì îáóñëîâëåííîñòè ç

i

ç
i

Èíäåêñ îáóñëîâ-

ëåííîñòè

Äèñïåðñèÿ ïàðàìåòðîâ

var(÷1) var(÷2) var(÷3) var(÷4) var(÷5) var(÷6)

ç1 0 0 0 0 0 0 0

ç2 0 0 0 0 0 0 0

ç3 0 0 0 0 0 0 0

ç4 1 0,02 0,05 0 0,2 0,01 0,53

ç5 2,29 0,08 0,1 0,15 0,39 0,48 0,23

ç6 4,87 0,9 0,85 0,84 0,4 0,5 0,24



Âåêòîð ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ

å = y – Xw = (I – X(XòX)–1Xò)y, (16)

ãäå ìàòðèöà (I – X(XX)–1X) = P ñèììåòðè÷íà è èäåì-

ïîòåíòíà: P = P è P2 = P.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (16) â (15) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

wò = yòX(XòX)–1,

ïîëó÷àåì

S = y(I – X(XòX)–1)Xò)y = yòy – wòXòy. (17)

Çäåñü S çàïèñàíà êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âåêòîðà y.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

y ~ N (Xw, ó2I), (18)

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå S áóäåò èìåòü âèä, êàê

â [15].

Ïîñêîëüêó íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ïàðà-

ìåòðîâ w ïðè ïðåäïîëîæåíèè (18) èìååò âèä

w = (XX)–1Xy è ôóíêöèÿ îøèáêè â ýòîì ñëó÷àå çàäàíà

êàê S (w) = S, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû

êâàäðàòîâ ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ ñîñòàâèò

E (S (w)) = tr(I – X(XòX)–1Xò)Ió2 +

+ (Xw)ò(I – X(XòX)–1Xò)Xw. (19)

Òàê êàê ñëåä èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû (â äàííîì

ñëó÷àå ýòî ìàòðèöà Ìóðà – Ïåíðîóçà) X(XòX)–1X, òî

E (S (w)) = rank((I – X(XòX)–1X)Ió2 =

= (m – rank(X(XòX)–1X))ó2 =

= (m – rank(X))ó2 = (m – n)ó2,

ãäå m — ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè è ñòðîê ìàòðèöû X.

Åñëè ìàòðèöà ïëàíà X íå ñîäåðæèò êîëëèíåàðíûõ

ñòîëáöîâ è åå ðàíã rank(X) = n, òî íåñìåùåííîé îöåí-

êîé ó2 ÿâëÿåòñÿ îöåíêà

�
2



�

S

m n

( )
.

w

Ïîýòîìó âåëè÷èíû äS1,2 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äèñ-

ïåðñèþ âåêòîðà ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ å.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñòðîèëè

ïðîãíîç öåí íà ýëåêòðîýíåðãèþ. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà

ñðàâíèâàëè ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà (Add-Del è àâòîðåãðåññèÿ) è àë-

ãîðèòìà Ãóñåíèöû. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ èñ-

ïîëüçîâàëè âðåìåííûå ðÿäû ñ ðåàëüíûìè öåíàìè íà

ýëåêòðîýíåðãèþ â Ãåðìàíèè [16].

Äëÿ èëëþñòðàöèè íåäåëüíîé è ñóòî÷íîé ïåðèî-

äè÷íîñòè íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè

öåíû íà ýëåêòðîýíåðãèþ îò âðåìåíè çà ÷åòûðå íåäåëè.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà àâòîðåãðåññèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ

òîãî æå ïåðèîäà. Âèäíî, ÷òî öåíà èìååò íåäåëüíóþ è

ñóòî÷íóþ ïåðèîäè÷íîñòè, à çíà÷èò, ìîæåò èìåòü ìå-

ñòî ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü ïðèçíàêîâ, â ðîëè êîòîðûõ

â äàííîé çàäà÷å âûñòóïàþò åæåäíåâíûå çíà÷åíèÿ öåí.

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ïðîãíîçû öåíû íà ïÿòü ñó-

òîê ñ ïîìîùüþ àâòîðåãðåññèè ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ

Add-Del (à) è Ãóñåíèöû (á ). Ïðîãíîç, ïîëó÷åííûé

ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, áîëåå òî÷åí ïðè

ñîïîñòàâèìîì âðåìåíè ðàáîòû. Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ çà ïðåäøåñòâóþùèå 90 äíåé.

Êàê âèäíî, àëãîðèòìû ïîëó÷àþò ñõîäíûå ïî êà÷åñòâó

ðåçóëüòàòû. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ïðàêòè÷åñêè

îäèíàêîâî.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ìîäåëè, ïîëó÷åííîé ñ ïîìî-

ùüþ Add-Del, ïðîâîäèëè åå ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè

ìåòîäîâ LARS è Lasso, â êîòîðûõ òàêæå ïðîèñõîäèò

îòáîð ïðèçíàêîâ ïóòåì îáíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

âåêòîðà ïðèçíàêîâ w. Äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëÿëè èí-

ôîðìàöèîííûå êðèòåðèè Àêàèêå (AIC ) è Áàéåñà

(BIC ):
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ãäå RSS — âåëè÷èíà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè ñî-

îòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà, âû÷èñëåííàÿ ïî íàáîðó

àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ A. Ïðè ýòîì òàêæå ó÷èòûâàëè

÷èñëî âîøåäøèõ â ìîäåëü ïðèçíàêîâ. Ðåçóëüòàòû

ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëå-
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Ðèñ. 4. Àâòîðåãðåññèîííàÿ ìàòðèöà çà ÷åòûðå íåäåëè



íû ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìåòîäîì àâòîðåãðåñ-

ñèè íà ïÿòü íåäåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ìî-

äåëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïîñòðîå-

íèÿ ïðîãíîçà âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïîäõîä, ïðåäëàãàå-

ìûé äëÿ åå ðåøåíèÿ, ïîäðàçóìåâàåò èñêëþ÷åíèå èç

ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ âõîäíûõ äàííûõ äëÿ óëó÷-

øåíèÿ êà÷åñòâà ïðîãíîçà, ò.å. îòáîð ïðèçíàêîâ.

Íà óñòîé÷èâîñòü ïðîãíîçà ñèëüíî âëèÿåò íàëè÷èå

ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, äëÿ îáíàðóæåíèÿ êî-

òîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Áåëñëè. Â õîäå ýêñïåðèìåí-

òà îöåíåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà,

à òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êà÷åñòâà ìîäåëåé, ïîëó-

÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà Add-Del, è

àëãîðèòìîâ LARS è Lasso. Ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì ïî-

ëó÷àþò ìîäåëü, âêëþ÷àþùóþ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî

ïðèçíàêîâ, íî ïðåäîñòàâëÿþùóþ ïðè ýòîì ñðàâíèìûå

ïî êà÷åñòâó ðåçóëüòàòû. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

íå îãðàíè÷èâàåòñÿ çàäà÷àìè ïðîãíîçèðîâàíèÿ, îí ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàí â ëþáûõ çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ

îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ïî ïðèçíà-

êîâîìó îïèñàíèþ.
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Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê äëÿ íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ. Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷. Ïåðâûé îñíîâàí íà âûáîðêå êî-

íå÷íîãî îáúåìà, âòîðîé — àñèìïòîòè÷åñêèé — íà âûáîðêå ñ ðàñòóùèì îáúåìîì. Àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ïîäõîä ìîæåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè îïòèìàëüíîñòè ïðè n��. Îí áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè

àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîñòè îöåíîê. Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìèíèìàêñíîñòü îöåíîê

îïèðàåòñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïðè ñáëèæàþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê áàéåñîâñêîãî òèïà è àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ëîêàëüíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â ìîäåëè ñëó÷àéíîãî öåíçóðè-

ðîâàíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü; ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïî-

äîáèÿ; àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìèíèìàêñíàÿ ýôôåêòèâíîñòü; ñëó÷àéíîå öåíçóðèðîâàíèå.

Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÑÎÏ) èãðàåò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,

îñîáåííî â òåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ïóñòü (X(n), B(n), P(n)) — ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîâòîðíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêå íàáëþ-

äåíèé X (n) = (X1, ..., Xn ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñ.â.) X ñ

ðàñïðåäåëåíèåì Plè 7 P = {Pè, è 7 È}, ãäå È — îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî â R1, è — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïðè

îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷ òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð èñõîäíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ Pè ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ïîäìíîæå-

ñòâó È0 7 È (ãèïîòåçà H0) ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà è. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå

(àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ê îñíîâíîé ãèïîòåçå H0)

ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî è 7 È1 = È�È0 (ãèïîòåçà H1).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ñîñòîèò â ïðîâåðêå ñîîòâåò-

ñòâèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäïî-

ëàãàåìîé ãèïîòåçå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-

òåðèÿ, ò.å. ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùåé ïðèíèìàòü èëè

îòâåðãàòü äàííóþ ãèïîòåçó. Êðèòåðèè äàþò âîçìîæ-

íîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íå ïðî-

òèâîðå÷àò ïðèíÿòîé ãèïîòåçå, ò.å. ñòàòèñòè÷åñêèå âû-

âîäû ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííîé ãèïîòåçîé (èëè
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