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Òî÷íîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé çàâèñèò íå

òîëüêî îò îáúåìà âûáîðî÷íûõ äàííûõ, íî è îò ñïîñîáà èõ ïîëó÷åíèÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ

òðåáîâàíèé ê ñáîðó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ èõ èíôîðìàòèâíîñòü. Çàäà÷è ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îñîáåííî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïî öåíçóðèðîâàííûì

íàáëþäåíèÿì, îáëàäàþò ñïåöèôè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè

ìîäåëåé íåïîëíûõ íàáëþäåíèé íà ïðÿìîé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ,

êîíêóðèðóþùèõ ðèñêîâ (îäíîêðàòíîãî, ìíîãîêðàòíîãî) ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ. Â ðà-

áîòå ïîêàçàíî, ÷òî íå âñåãäà öåíçóðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîðìàöèè (Ôèøåðà).

Åñëè öåíçóðèðîâàíèå èíôîðìàòèâíîå, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå öåíçóðèðóþùèõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí çàâèñèò îò òîãî æå ïàðàìåòðà, òî ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ìîäåëü, ãäå èíôîðìàöèÿ

èç-çà öåíçóðèðîâàíèÿ ìîæåò è ñîõðàíÿòüñÿ. Íàîáîðîò, åñëè öåíçóðèðîâàíèå íå èíôîðìà-

òèâíîå, òî ïîòåðÿ èíôîðìàöèè íåèçáåæíà. Ðàáîòà íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð, îñíîâíîå âíè-

ìàíèå óäåëåíî ðåçóëüòàòàì àâòîðîâ ðàáîòû, ïðèâåäåíû òàêæå äàííûå èç ñîâðåìåííûõ ëè-

òåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Çà êðèòåðèé êà÷åñòâà îöåíêè ïðèíÿòà ýôôåêòèâíîñòü ïî Êðàìå-

ðó – Ðàî, à çà êðèòåðèé èíôîðìàöèè î íåèçâåñòíîì ïàðàìåòðå — èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà; ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé; èíòåíñèâíîñòü îòêà-

çîâ; öåíçóðèðîâàíèå; êîíêóðèðóþùèå ðèñêè; íåïîëíûå íàáëþäåíèÿ.
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The accuracy of statistical estimates of unknown distribution parameters depends not only on the bulk of

sampling data but also on the method of data acquisition. The information content of experimental data is

one of the basic requirements. Problems of mathematical statistics, in particular parametric estimation

based on censored observations, have specific features. Typical representatives of models of incomplete ob-

servations on a straight line are models of random censoring, competing risks of (single, multiple) random

censoring. The purpose of this study is to show that censoring does not always lead to loss of (Fisher) in-

formation. It is shown that if censoring is informative, i.e., the distribution of censoring random variables

depends on the same parameter, it is possible to specify a model where information can be preserved due

to censoring. On the contrary, if the censoring is not informative, then the loss of information is inevitable.
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The Cramer – Rao efficiency was taken as a criterion for the quality of the assessment, whereas the Fisher

information was taken as the criterion for information about the unknown parameter.

Keywords: Fisher information; distribution family; hazard rate; censorship; competing risks; incomplete

observation.

Ââåäåíèå

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âïåðâûå â 1925

ãîäó Ð. À. Ôèøåðîì [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èí-

ôîðìàöèè äëÿ ñðàâíåíèÿ ñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêèõ

îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü ñîñòîèò èç òðîéêè (X, B, Fè), ãäå X — âûáî-

ðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî; B — áîðåëåâñêàÿ ó-àëãåáðà

íà X, {Fè, è � È} — ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

(êîòîðàÿ ìîæåò áûòü è âåêòîðîì íàáëþäåíèé),

È — ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (äëÿ

ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ). Ïóñòü f(x, è) — ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèé èç ñåìåéñòâà {Fè}. Ðàññìîòðèì

óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñåìåéñòâà {Fè}:

I) È — èëè âñÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, èëè

èíòåðâàë íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé;

II) íîñèòåëü ïëîòíîñòè Nf = {x: f(x, è) > 0}

íå çàâèñèò îò è;

III) ïðîèçâîäíàÿ +f(x, è)/+è ñóùåñòâóåò è ïî÷-

òè âñþäó êîíå÷íà äëÿ ëþáîãî è � È;
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Óñëîâèÿ I – V íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ðåãó-
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ùåìñÿ â ñåìåéñòâå {Fè}. Â ýòèõ óñëîâèÿõ, åñëè
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è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíôîðìàöèÿ I(è) áóäåò ìàò-

ðèöåé. Ôóíêöèÿ S(X, è) = +lnf(X, è)/+è íàçûâàåò-

ñÿ âêëàäîì âûáîðêè X è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé

ñòàòèñòèêîé ñåìåéñòâà {Fè}. Ïóñòü ïðè s = 1 äëÿ

ôóíêöèè ïàðàìåòðà g(è), îöåíèâàåìîé ïî âûáîð-

êå X, ñóùåñòâóåò íåñìåùåííàÿ îöåíêà (̂ )g X è âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå VI:
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî

îöåíèâàíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ðåãóëÿð-

íîñòè I – VI äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
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(1)

äëÿ âñåõ è � È. Ðàâåíñòâî â (1) èìååò ìåñòî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îöåíêè (̂ )g X ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà, ò.å.

f g g x h gg ( , ) exp(̂ ( ) ( ) ( ) ( )),/ � / � /� � �
1 2

(2)

ãäå ø1(è) 0 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â (1) èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî, òî ôóíêöèÿ èíôîðìàöèè Ôèøåðà îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíà äèñïåðñèè âñåõ íåñìåùåííûõ

îöåíîê g(è), ò.å. èíôîðìàöèîííîå êîëè÷åñòâî I(è)

ïðîïîðöèîíàëüíî òî÷íîñòè íåñìåùåííîé îöåíêè

g(è). Â ëèòåðàòóðå íåðàâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ

íåðàâåíñòâîì Êðàìåðà – Ðàî ïî èìåíè åå àâòîðîâ

(ñì. îáçîð ðàáîò â ìîíîãðàôèè Ø. Çàêñà [2]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àâòîðû [3] ïîëó÷àëè

äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè I(è) ÷åðåç

ïëîòíîñòü èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ì(x, è)/(1 –

F(x, è)):

I
X

F x( )
ln ( , )

( , ),/

1 /
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+

�

�

�

�

�

�!

2

d è � È, (3)

ãäå F(x, è) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïëîòíîñòè f(x, è). Îíè èñïîëüçîâàëè

ìåòîä ñîõðàíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2.

Ôîðìóëà (3) áîëåå ïîëåçíà â òåîðèè èñïûòàíèÿ

íà äîëãîâå÷íîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà

ïðèñóòñòâóåò è â ìîäåëÿõ ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðî-

âàíèÿ è êîíêóðèðóþùèõ ðèñêîâ (ñì. íèæå).

Èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ áûëè ïîñâÿùå-

íû çàäà÷àì ýôôåêòèâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ îöå-

íîê ïî íåïîëíûì íàáëþäåíèÿì. Ñðåäè íèõ ñëåäó-

åò óïîìÿíóòü áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû Ïðàêàñà Ðàî

(B. L. S. Prakasa Rao [4 – 7]), â êîòîðûõ óëó÷øå-

íû êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Êðàìåðà – Ðàî,

ðàññìîòðåíû áîëåå ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è áàéå-

ñîâñêîãî ïîäõîäà, ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà è

äðóãèå (ñì. òàêæå [8]).
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Íåðàâåíñòâî òèïà Êðàìåðà – Ðàî

â ñëó÷àå ñëó÷àéíî öåíçóðèðîâàííûõ

íàáëþäåíèé

Ïóñòü íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû î è ç ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

F(x; è) è G(x; è) ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç î1, ..., în è

ç1, ..., çn îáîçíà÷èì íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí î è ç. Ïóñòü I(A) — èíäèêà-

òîð ñîáûòèÿ A. Íàáëþäàåòñÿ âûáîðêà C(n) =

= {(îi, äi), i = 1, ..., n}, ãäå îi = min(îi, çi) è äi =

= I(îi � çi). Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íàáëþäàåìûõ îi

ñîñòàâèò ín = ä1 + ... + än, à çi — 1 – ín. Ïóñòü

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x, è) è G(x, è) àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíû è ñóùåñòâóþò ïëîòíîñòè

f(x, è) è g(x, è). Îáîçíà÷èì 1 – F(x, è) = F x( , )/ è

1 – G(x, è) = G x( , )./ Òîãäà ïàðà (æ, ä) èìååò ñîâìå-

ñòíóþ ïëîòíîñòü

2 3 2 3h x y f x G x g x F x
y y

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )/ / / / /�

�1

(4)

îòíîñèòåëüíî ìåðû ì × í íà R × {0, 1}, ãäå ì —

ëåáåãîâà ìåðà íà ïðÿìîé è í — ñ÷èòàþùàÿ ìåðà ñ

ìàññàìè {0} è {1}. Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíèâàíèè

F ïðè ìåøàþùåì ðàñïðåäåëåíèè G, ïîýòîìó íàñ

èíòåðåñóþò òîëüêî íàáëþäåíèÿ îi.

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñû ýôôåêòèâíîãî îöåíè-

âàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ïðè ñëó÷àéíîì

öåíçóðèðîâàíèè ñïðàâà âïåðâûå ðàññìîòðåíû

Àáäóøóêóðîâûì – Êèìîì [9], â äàëüíåéøåì èõ

èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæèëè äðóãèå ó÷åíûå [10 –

14]. Àâòîðû [9] ðàññìàòðèâàëè ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñåìåéñòâ f(x, è) è g(x, è):

1) ìíîæåñòâî

4 5x f x G x: ( ; ) ( ; )/ / � 0 �4 5x g x F x: ( ; ) ( ; )/ / � 0

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà è;
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4) 0 < I(è) < . äëÿ âñåõ è � È, ãäå èíôîðìà-

öèÿ Ôèøåðà ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
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0 1

äëÿ âñåõ è � È.

Òåîðåìà 1 [9]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1 – 5. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

D
I

/
9 7 8

9 /

/

(̂ , )
( ( ))

( )
�

�
2

(5)

äëÿ âñåõ è � È. Çäåñü íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü

äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé A (íåèíôîðìàòèâíûé). Öåíçóðèðó-

þùåå ðàñïðåäåëåíèå G íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà

è. Â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàöèÿ óïðîùàåòñÿ è åå

îáîçíà÷èì êàê IG(è). Èìåþòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìå-

ðû, ïîäòâåðæäàþùèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

IG(è) � I(è) (ñì. äàëåå).

Ñëó÷àé B (èíôîðìàòèâíûé). Ðàñïðåäåëåíèå

G ôóíêöèîíàëüíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ q(t), t � [0, 1], òàêàÿ, ÷òî G(x, è) = q(F(x, è))

èëè G x( , )/ = q F x( ( , )),/ ãäå q(0) = q(1) = 0 è x � R.

Íàïðèìåð, åñëè ïàðà (F, G) îòâå÷àåò ìîäåëè ïðî-

ïîðöèîíàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé, òî ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíîå, íå çàâèñÿùåå îò è ÷èñëî â òàêîå,

÷òî

G x F x( , ) ( , ) ,/ /

#

� x � R. (6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî

+

+

�

+

+

ln ( , ) ln ( , )G x

x

F x

x

/

#

/

èëè

g x

G x

f x

F x

( , )

( , )

( , )

( , )
,

/

/

#

/

/

�

÷òî îïðàâäûâàåò íàçâàíèå ýòîé ìîäåëè. Â äàí-

íîì ñëó÷àå

I
f x G x

f x G x( ) ( )
ln( ( , ) ( , ))

( , ) ( , )/ #

/ /

/

/ /� �

+

+

�

�

�
�

�

�

�
�

1

2

dx

R

!
,
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p P�

�

� �

1

1 #

6 8( ).

Êðîìå òîãî, åñëè F x( , )/ = e–èx, G x( , )/ = e–âèx, â,

è > 0, x � 0, òî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

èíôîðìàöèÿ íå òåðÿåòñÿ, ò.å. I(è) = è–2.

Ïóñòü ì(x, è) = f x F x( , ) / ( , ),/ / ë(x, è) =

� g x G x( , ) ( , )/ / è ã(x, è) = ì(x, è) + ë(x, è) —

ôóíêöèè ïëîòíîñòè èíòåíñèâíîñòè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿì F, G è H = 1 – FG.

Â [15] óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1 [15]. Â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè 1 – 5

äëÿ âñåõ è � È

I(è) = I I
1 1

/ /
( ) ( )( ) ( ),1 0

� (7)

ãäå

I
x

f x G x x

R

1
/

1 /

/

/ /
( ) ( )

ln ( , )
( , ) ( , ) ,1

2

�

+

+

�

�

�

�

�

�!
d

I
x

g x F x x

R

;
/

; /

/

/ /
( )

( )
ln ( , )

( , ) ( , ) .
0

2

�

+

+

�

�

�

�

�

�!
d

Ôîðìóëà (7) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì (3) äëÿ

ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ìîäåëü, ÿâëÿþùó-

þñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî ñëó-

÷àÿ öåíçóðèðîâàíèÿ — ìîäåëü êîíêóðèðóþùèõ

ðèñêîâ (ÌÊÐ).

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà è íåðàâåíñòâî

òèïà Êðàìåðà – Ðàî â ÌÊÐ

Ýòó ìîäåëü îïðåäåëèì, ñëåäóÿ ðàáîòàì [15 –

19]. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

ïóñòü {X(1), X(2), ..., X(k)} — ñîâîêóïíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ {F(1), F(2), ..., F(k)}, çà-

âèñÿùèìè îò îáùåãî ïàðàìåòðà è � È < R. Ïðè

ýòîì F(i) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è èìåþò ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ

f t
F t

t

i
i

( )
( )

( , )
( , )

/

/

�

+

+

è ; /

/

/

( )

( )

( )
( , )

( , )

( , )
,i

i

i
t

f t

F t
�

i = 1, ..., k.

Â ÌÊÐ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåêòîðû (X, ä(1), ...,

ä(k)), ãäå X = min(X(i), 1 � i � k) è èíäèêàòîðû

ä(i) = I(X = X(i)), ãäå ä(1) + ... + ä(k) = 1. Ïóñòü

H(t, è) = Pè(X � t), ñóáðàñïðåäåëåíèÿ H(i)(t, è) =

= Pè(X � t, ä(i) = 1), i = 1, .k Òåïåðü âèäíî, ÷òî

H t H t H t F tk i

i

k

( , ) ( , ) ( , ) – ( , )( ) ( ) ( )
/ / / /� � � �

�

=
1

1

1�

è àíàëîãè÷íî ïëîòíîñòè

h(t, è) =
+

+

H t

t

( , )/
= h(1)(t, è) + ... + h(k)(t, è),

ãäå

h(i)(t, è) = f t F ti l

l

l i

k

( ) ( )( , ) ( , )./ /

�

0

=

1

Îòñþäà

H t F u F ui l i

l

l i

t

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ),/ / /�

�

0

�.

=!
d

1

i = 1, ..., k. Îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûå èíòåíñèâ-

íîñòè

> >( , )
( , )

( , )
( , ) ( , )( )t

H u

H u
t u u

t

i

i

k

/

/

/

/ ; /� � �

�.
�

�.
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d
d

1

t

!
,

ãäå

>
( )

( ) ( )

( )

( , )
( , )

( , )

( , )

( , )

i
i

t
i

i

t
H u

H u

F u

F u

/

/

/

/

/

� �

�.

!

d d

�. �.

! !
�

t

i

t

u u; /
( ) ( , ) .d

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðåãðåññèè èíäèêàòîðà ä(i)

íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X ðàâåíñòâîì

m(i)(t, è) = Pè(ä(i) = 1/X = t) = Mè(ä(i)/X = t),

i = 1, ..., k.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ H(i)(t, è) =

�

�.

!m u H ui

t

( ) ( , ) ( , ),/ /d à ñëåäîâàòåëüíî,

Ë(i)(t, è) = m u ui

t

( ) ( , ) ( , ),/ /d>

�.

!
i = 1, ..., k,

ãäå m(1)(t, è) + ... + m(k)(t, è) = 1 äëÿ âñåõ (t, è) �

� R × È. Òîãäà î÷åâèäíî

ë(i)(t, è) = m(i)(t, è)ë(t, è), i = 1, ..., k.

×åðåç I
X k( , ,..., )( ) ( ) ( ),
� �

/1 IX(è) è I
X

i
i( , )

( )
( )

( )
�

/ îáîçíà÷èì

èíôîðìàöèè Ôèøåðà, ñîäåðæàùèåñÿ â ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èíàõ (X, ä(1), ..., ä(k)), X = min(X(1), ...,

X(k)), è (X, ä(i)), i = 1, ..., k, ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè:

1) ìíîæåñòâà N(i) = {t: h(i)(t, è) > 0}, i = 1, k

íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà è è N i

i

k

( )

�

=

1

� ?;

2) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå

+

+

m i

m

h t( ) ( , )
,

/

/

m = 1, 2; i = 1, ..., k,

äëÿ âñåõ (t, è) � R × È;

3) ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

+

+

,

,

,
,

,

,
!

m i

m

R

h t
t

( ) ( , )
,

/

/

d m = 1, 2; i = 1, ..., k,

äëÿ âñåõ è � È;
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4) ïóñòü I
X

i
i( , )

( )
( )

( )
�

/ � (0; +.), i = 1, ..., k, è � È.

Ñîãëàñíî (3)

I
t

H t
X

R

( )
ln ( , )

( , )./

; /

/

/�

+

+

�

�

�

�

�

�!

2

d

Òåîðåìà 2 [15]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðå-

ãóëÿðíîñòè 1 – 4. Òîãäà äëÿ âñåõ è � È:

A) I I
X X

i

i

k

k i( , ,..., ) ( , )
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( ) ( ) ( )
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/ /1

1

�

�




B) I I I
X X X
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k i( , ,..., ) ( )
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( ) ( ) ( ),
� � �

/ / /1

1

� �

�


 (8)

ãäå

I
m t

m t H
i X

i
i

i

( / )

( )
( )

( )
( )

( )
ln ( , )

( , )
�

/

/

/

/�

+

+

�

�

�
�

�

�

�
�

2

d ( , ),t /

�.

�.

!

i = 1, ..., k.

Òåîðåìà 3 [16]. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïóñòü

(̂ , ,..., )( ) ( )
9 � �X k1 — íåñìåùåííàÿ îöåíêà äëÿ ö(è),

D
/
9̂ � (0, +.) è âîçìîæíî äèôôåðåíöèðîâàíèå

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ðàâåíñòâà M
/
9̂ = ö(è).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

D
I

X k

/

� �

9

9 /

/

^
( ( ))

( )
( , ,..., )( ) ( )

�

�
2

1

(9)

äëÿ âñåõ è � È.

Ïóñòü F ti( ) ( , )/ = exp(–âiT(t)g(è)), 0 < âi < .,

i = 1, ,k ãäå âi íå çàâèñèò îò è. Òîãäà (̂ )9 X =

= (â1 + ... + âk)T(X) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-

êîé ö(è) = 1/g(è), ãäå

f t F ti l

l

l i

k

( ) ( )( , ) ( ( , ))/ /1

1

� �

�

0

=

� � � �exp( (̂ ) ( ) ( ) ( )),( )
9 / / :t a a ti

1 0
i = 1, ,k

: #
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ,..., ) ln

( )
i k i

i

k

it y y y
T t

t

1

1

�
�

�

�

�

�

�

�




d

d

è â íåðàâåíñòâå (9) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Òå-

ïåðü óëó÷øèì íåðàâåíñòâî (9).

Òåîðåìà 4 [20]. Ïóñòü X è Y äâå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, çàäàííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ïðè ñóùåñòâîâàíèè ó íèõ

âòîðûõ ìîìåíòîâ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

[M(XY)]2
� [MX2][MY2] –

– [| | | | ] .M D M DX Y Y X�
2 (10)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè MX = 0 è MY2 > 0, òî ñîãëàñíî

(10)

MX2
� [MX]2 + [MXY]2/MY2. (11)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðå-

ìû 3. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M X k
/
9 � � 9 /[̂ ( , ,..., ) ( )]( ) ( )1 2

� �

4 5� � �M X k
/
9 � � 9 /[̂ ( , ,..., ) ( )]( ) ( )1

2

�

�( ( ))

( )
( , ,..., )( ) ( )

9 /

/
� �

2

1I
X k

(12)

äëÿ âñåõ è � È.

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

â ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ

Ôèøåðîâñêàÿ èíôîðìàöèÿ, èìåþùàÿñÿ â

÷ëåíàõ âàðèàöèîííîãî ðÿäà, õîðîøî èçó÷åíà

ìíîãèìè àâòîðàìè. Ðàññìîòðåíû ìîäåëè ïî öåí-

çóðèðîâàíèþ I è II ðîäà, èõ ãèáðèäû, ðåêîðäû è

ò.ï. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè îò-

ðàæåíû â [21, 22]. Íèæå ïðèâåäåì äàííûå ÷èñ-

ëåííûõ âû÷èñëåíèé èíôîðìàöèè ïðè íåèíôîð-

ìàòèâíîì ñëó÷àéíîì öåíçóðèðîâàíèè ñïðàâà, à

òàêæå â ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

ñïðàâà [23]. Ðàçëè÷íûå ïðèìåíåíèÿ ôèøåðîâ-

ñêîé èíôîðìàöèè â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíû â [24].

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

ïðè íåèíôîðìàòèâíîì

öåíçóðèðîâàíèè ñïðàâà

Ïóñòü î — èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñò-

âå (Ù, A, P), ñî çíà÷åíèÿìè â X < R1 = (–., .).

×åðåç F(x), x � R1, îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû î. Ðàññìîòðèì ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ F çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà è:

F(x, è) = Pè(î � x), P = {Pè, è � È}, ãäå è = (è1, è2,

..., ès)
ò
� È, È — îòêðûòûé èíòåðâàë â Rs. Â ñëó-

÷àå, êîãäà ïî âûáîðêå î(n) = (î1, î2, ..., în), ÿâëÿþ-

ùåéñÿ ðåçóëüòàòîì íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé

íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé î, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, èñïîëüçóþò ôîðìóëó:

I
f x

F x( )
ln ( , )

( , )./

/

/

/�

+

+

�

�

�

�

�

�

�.

�.

!

2

d

Îäíàêî êîãäà âûáîðêà î(n) ñëó÷àéíî öåíçóðè-

ðîâàíà ñïðàâà, ïðè âû÷èñëåíèè èíôîðìàöèè

Ôèøåðà ïîÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè,

òàê êàê äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé äàííàÿ èí-

ôîðìàöèÿ ÿâíî íå âû÷èñëÿåòñÿ è ïðèõîäèòñÿ

ïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Ðàññìîòðèì íåèíôîðìàòèâíîå ñëó÷àéíîå

öåíçóðèðîâàíèå. Ïóñòü G(x) — ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ç, x � R1. Âèäíî,

÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû æi = min(îi, çi) íåçàâè-
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ñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ H(x, è) = 1 – F x G x( , ) ( )./ Âîîáùå

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G èãðàåò ðîëü «ìåøà-

þùåãî ïàðàìåòðà». Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I I
f x

f x G x x
G
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ln( ( , ))

( , ) ( )/ /
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+
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�.
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!

2

d
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+
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�

�

�

�

�.

.

!

ln( ( , ))
( )( ( , )) .

1
2

F x
g x F x x

/

/

/ d

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà î èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-

ñòüþ f(x, è) =
1

2 2

2

2
 �

/

�

exp
( )

,�

��

�

	




�

�

x
x � (–., .),

è � (–., .), ó > 0, ãäå ó — èçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Ïóñòü ç òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1) èëè (0, ó2). Íà ðèñ. 1 ïîêàçà-

íî ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíôîðìàöèè Ôè-

øåðà. Âèäíî, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ èíôîð-

ìàöèÿ Ôèøåðà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à ïðè íå-

ïîëíûõ äàííûõ îíà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì

çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äèñïåðñèÿ

ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, ò.å. ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ î èìååò âèä

f(x, è) =
1

2 2

2

2
 / /

exp
( )

,�

��

�

	




�

�

x a

x � (–., .), a � (–., .), è > 0. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâ-

ëåíî ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíôîðìàöèè Ôè-

øåðà ïðè îòñóòñòâèè öåíçóðèðîâàíèÿ è ïðè öåí-

çóðèðîâàíèè.

Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå èíôîðìàöèè

Ôèøåðà áîëüøå ïðè îòñóòñòâèè öåíçóðèðîâàíèÿ,

÷åì ïðè åãî íàëè÷èè.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ãàì-

ìà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñ. 3 è 4 ïîêàçàíû ãðàôè-

÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ èíôîðìàöèè Ôèøåðà äëÿ

ïîëíûõ è öåíçóðèðîâàííûõ íàáëþäåíèé â ñëó-

÷àå, êîãäà öåíçóðèðóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðà-

ìè 1 è á ñîîòâåòñòâåííî:

1) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(x, è) =

=
/
�

/

@( )
,

a
x ea x� �1 x > 0, a > 0, è > 0;
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Ðèñ. 1. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà ïðè îòñóòñòâèè öåíçóðèðîâàíèÿ (à) è ïðè öåíçóðèðîâàíèè ñïðàâà (á); âî âòîðîì ñëó÷àå

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ç èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0, ó2)

Fig. 1. Fisher information without censoring (a) and with censoring on the right (b); in the second case, the random variable ç

obeys a normal distribution with parameters (0, ó2)
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Ðèñ. 2. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà ïðè îòñóòñòâèè öåíçóðèðîâàíèÿ (à) è ïðè öåíçóðèðîâàíèè — ç èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1) (á); ç èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a, 1) (â)

Fig. 2. Fisher information without censoring (a) ç has a normal distribution with parameters (0, 1) (b); ç has a normal distri-

bution with parameters (a, 1) (c)



2) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(x, è) =

=
�

/

/

/ �

@( )
,x e x� �1 x > 0, á > 0, è > 0. Èç ãðàôèêîâ

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

äëÿ ïîëíûõ è íåïîëíûõ âûáîðîê ìîæåò áûòü

îïèñàíà íåðàâåíñòâîì Iïîëíàÿ(è) � Iíåïîëíàÿ(è).

Òåïåðü ðàññìîòðèì åùå îäíó ìîäåëü ñëó÷àé-

íîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà — èçìåíåíèå èí-

ôîðìàöèè Ôèøåðà â ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî ñëó-

÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà.

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà ïðè ìíîãîêðàòíîì

ñëó÷àéíîì öåíçóðèðîâàíèè ñïðàâà

Ïóñòü î — íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà, îçíà÷àþùàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè èñ-

ïûòûâàåìîãî îáúåêòà, îïðåäåëåíà íà âåðîÿòíî-

ñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ù, A, P) ñî çíà÷åíèÿìè â èç-

ìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X, B), ãäå X < R+ è

B = ó(X). Ïóñòü F(x, è) = Pè(î � x) è î1n < î2n < ...

... < înn — âàðèàöèîííûé ðÿä, ïîëó÷åííûé èç

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {î1, ..., în}. Òîãäà ñîâìåñòíàÿ

ïëîòíîñòü âåêòîðà î(n) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

p x
n

n m
h x F xn

m i

ln mn
n m

l

m

( , )
!

( ) !
( , )[ ( , )] ,( ) ( )

/ / /�

�

�

�

=

1

ãäå x(m) = (x1n, ..., xmn) — ðåàëèçàöèÿ âåêòîðà î(n).

Ïóñòü â � (0, 1] òàêîå, ÷òî ïðè n A ., r/n A â

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èíòåíñèâíîñòè h(x, è) =

� f x F x( , ) ( , )./ / Â äàííîé ñõåìå èíôîðìàöèÿ Ôè-

øåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I
h x

f x x
#

;

/

/

/

/

#

( )
ln ( , )

( , ) ,�

+

+

�

�

�

�

�

�!

2

0

d (13)

ãäå ëâ — êâàíòèëü óðîâíÿ â ðàñïðåäåëåíèÿ

F(x, è).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà î èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîò-
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Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèè Ôèøåðà â ìîäåëÿõ íåöåíçóðèðîâàíèÿ è öåíçóðèðîâàíèÿ

Table 1. Fisher information values in uncensored and censored models

Ìîäåëü Ïàðàìåòð ó = 1 ó = 2 ó = 3 ó = 5 ó = 10

Ïîëíàÿ I(è) 1 0,25 0,11 0,04 0,01

Öåíçóð. è = –8,0 1,0000 0,2500 0,1109 0,0332 0,0024

è = –6,4 1,0000 0,2499 0,1108 0,0364 0,0031

è = –4,8 1,0000 0,2495 0,1099 0,0374 0,0040

è = –3,2 0,9976 0,2462 0,1073 0,0369 0,0048

è = –1,5 0,9566 0,2326 0,1009 0,0351 0,0055

è = 0,1 0,7215 0,1956 0,0888 0,0324 0,0060

è = 1,7 0,2886 0,1314 0,0703 0,0286 0,0062

è = 3,3 0,0426 0,0630 0,0479 0,0240 0,0062

è = 4,9 0,0019 0,0195 0,0270 0,0190 0,0060

è = 6,5 0,0000 0,0037 0,0122 0,0140 0,0056

è = 8,0 0,0000 0,0005 0,0048 0,0100 0,0052
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è
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)
è
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á

Ðèñ. 3. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà â ñëó÷àÿõ ïîëíûõ äàííûõ (à) è öåíçóðèðîâàíèÿ ñïðàâà — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ç èìååò ïî-

êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1 (á)

Fig. 3. Fisher information in case of complete data (a) and case of censoring on the right; in the second case, the random vari-

able ç has an exponential distribution with parameter 1 (b)



íîñòüþ f(x, è) =
1

2

2

2

 

/

e

x
�

�( )

, x � (–., +.), è �

� (–., +.). Ïîêàæåì ãðàôè÷åñêè (ðèñ. 5) ïðè-

ìåðíûå çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèè Ôèøåðà ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ â â ôîðìóëå (13). Ñðàâíèâ ýòè

äàííûå ñ ãðàôèêîì èíôîðìàöèè Ôèøåðà â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìîäåëè (ñì. ðèñ. 1), ìîæíî ñäåëàòü âû-

âîä, ÷òî è â ïîñëåäíåé ìîäåëè äëÿ èíôîðìàöèè

Ôèøåðà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Iïîëíàÿ(è) �

� Iíåïîëíàÿ(è).

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèè

Ôèøåðà â ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî ñëó÷àéíîãî öåí-

çóðèðîâàíèÿ ñïðàâà. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå èíôîð-

ìàöèè Ôèøåðà áîëüøå, êîãäà êâàíòèëü ñòðåìèò-

ñÿ ê 1.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïî íåïîëíûì íàáëþäåíèÿì

áîëüøóþ ðîëü èãðàåò çàâèñèìîñòü öåíçóðèðóþ-

ùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò òîãî æå ïàðàìåòðà. Â çà-

âèñèìîñòè îò ýòîãî ðàçëè÷àþòñÿ èíôîðìàòèâíûé

è íåèíôîðìàòèâíûé ñëó÷àè. Ïîêàçàíî, ÷òî â èí-

ôîðìàòèâíîì ñëó÷àå âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ìîäåëè,

â êîòîðûõ öåíçóðèðîâàíèå ìîæåò ïðèâîäèòü è ê

ñîõðàíåíèþ èíôîðìàöèè, â íåèíôîðìàòèâíîì

ñëó÷àå — íàîáîðîò. ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî íå-

èíôîðìàòèâíîå öåíçóðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ïî-

òåðå ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè.

Êîíôëèêò èíòåðåñîâ

Àâòîðû çàÿâëÿþò îá îòñóòñòâèè êîíôëèêòà

èíòåðåñîâ.
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Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèè Ôèøåðà â ìîäåëè

ìíîãîêðàòíîãî ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

Table 2. Fisher information values in progressive random

censoring model

Êâàíòèëü â = 0,05 â = 0,50 â = 0,95

è = –8,0 0,0000 0,0000 0,0000

è = –6,4 0,0000 0,0000 0,0000

è = –4,8 0,0000 0,0000 0,0000

è = –3,2 0,0000 0,0000 0,0000

è = –1,5 0,0000 0,0000 0,0022

è = 0,1 0,0000 0,0212 0,1961

è = 1,7 0,0160 0,6036 0,7786

è = 3,3 0,2248 0,8123 0,9873

è = 4,9 0,2308 0,8183 0,9933

è = 6,5 0,2307 0,8183 0,9933

è = 8,0 0,2307 0,8183 0,9933
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Ðèñ. 5. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà â ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî

ñëó÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ

Fig. 5. Fisher information in progressive random censoring

model
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Ðèñ. 4. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà â ñëó÷àå ïîëíûõ äàííûõ (à) è öåíçóðèðîâàííûõ íàáëþäåíèé — ç èìååò ïîêàçàòåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì á (á)

Fig. 4. Fisher information in case of complete data (a) and censored observations; ç has an exponential distribution with pa-

rameter á (b)
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