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Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê äëÿ íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ. Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷. Ïåðâûé îñíîâàí íà âûáîðêå êî-

íå÷íîãî îáúåìà, âòîðîé — àñèìïòîòè÷åñêèé — íà âûáîðêå ñ ðàñòóùèì îáúåìîì. Àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ïîäõîä ìîæåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè îïòèìàëüíîñòè ïðè n��. Îí áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè

àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîñòè îöåíîê. Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìèíèìàêñíîñòü îöåíîê

îïèðàåòñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïðè ñáëèæàþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê áàéåñîâñêîãî òèïà è àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ëîêàëüíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â ìîäåëè ñëó÷àéíîãî öåíçóðè-

ðîâàíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü; ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïî-

äîáèÿ; àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìèíèìàêñíàÿ ýôôåêòèâíîñòü; ñëó÷àéíîå öåíçóðèðîâàíèå.

Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÑÎÏ) èãðàåò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,

îñîáåííî â òåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ïóñòü (X(n), B(n), P(n)) — ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîâòîðíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêå íàáëþ-

äåíèé X (n) = (X1, ..., Xn ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñ.â.) X ñ

ðàñïðåäåëåíèåì Plè 7 P = {Pè, è 7 È}, ãäå È — îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî â R1, è — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïðè

îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷ òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð èñõîäíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ Pè ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ïîäìíîæå-

ñòâó È0 7 È (ãèïîòåçà H0) ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà è. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå

(àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ê îñíîâíîé ãèïîòåçå H0)

ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî è 7 È1 = È�È0 (ãèïîòåçà H1).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ñîñòîèò â ïðîâåðêå ñîîòâåò-

ñòâèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäïî-

ëàãàåìîé ãèïîòåçå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-

òåðèÿ, ò.å. ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùåé ïðèíèìàòü èëè

îòâåðãàòü äàííóþ ãèïîòåçó. Êðèòåðèè äàþò âîçìîæ-

íîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íå ïðî-

òèâîðå÷àò ïðèíÿòîé ãèïîòåçå, ò.å. ñòàòèñòè÷åñêèå âû-

âîäû ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííîé ãèïîòåçîé (èëè

1
Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èì. Ì. Óëóãáåêà,

ã. Òàøêåíò, Óçáåêèñòàí; e-mail: a_abdushukurov@rambler.ru



ïðîòèâîðå÷àò åé). Îäíàêî ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ãèïî-

òåçû ñîïðÿæåíà ñ îøèáêàìè äâóõ ðîäîâ: îòâåðãíóòü

ãèïîòåçó H0, êîãäà îíà âåðíà (îøèáêà I ðîäà); ïðèíÿòü

ãèïîòåçó H0, êîãäà îíà íåâåðíà (îøèáêà II ðîäà). Åñòå-

ñòâåííî, âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîñòðîåíèè êðèòåðèåâ

ïðîâåðêè ãèïîòåç, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ìèíèìèçèðî-

âàòü çíà÷åíèÿ (èëè âåðîÿòíîñòè) îøèáîê îáîèõ ðîäîâ.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî íåâîçìîæíî ïîñòðîåíèå

ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè

îøèáêàìè I è II ðîäîâ. Ýòî è ñîñòàâëÿåò îñíîâó ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç. Äëÿ äàííîé

ïàðû ãèïîòåç H0 è H1 ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå òî÷-

íûå èëè àñèìïòîòè÷åñêèå (ïðè n��) êðèòåðèè èõ

ïðîâåðêè. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñàìîãî îïòè-

ìàëüíîãî êðèòåðèÿ (íàïðèìåð, íåñìåùåííîãî, íàè-

áîëåå ìîùíîãî) ñðåäè íèõ äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ H1.

Ñðåäè ðàçíîîáðàçíûõ êðèòåðèåâ ñëåäóåò îñîáî âû-

äåëèòü îñíîâàííûå íà ÑÎÏ. Îíè èãðàþò ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç. Ñîãëàñ-

íî ëåììå Íåéìàíà – Ïèðñîíà êðèòåðèè, îñíîâàííûå

íà ÑÎÏ, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ

ñ äðóãèìè êðèòåðèÿìè, ïîñòðîåííûìè íà îñíîâå äðó-

ãèõ ñòàòèñòèê.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ãèïîòåçà H1

ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê îñíîâíîé ãèïîòåçå H0 ñ ðîñòîì

n, ò.å. H1 = H1n � H0 ïðè n��. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îñíîâíàÿ ãèïîòåçà H0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé: H0:è = è0,

à àëüòåðíàòèâà — ñëîæíîé, íî áëèçêîé ê H0, ò.å. —

H1n:èn = è0 + Ãn (è0)
–1hn, ãäå hn � h 7 È ïðè n��.

Çàäàäèì ÑÎÏ

l h

P

P
n n

h

n

n

n n
( ) .

( )

( )



�
�

d

d

:

:

0
1

0

;
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Íà áàçå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñòàòèñòèêè (1.1)

ñîçäàíà öåëàÿ òåîðèÿ, èãðàþùàÿ âàæíóþ ðîëü â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îöå-

íèâàíèÿ è ïðîâåðêè ãèïîòåç âñåöåëî îïèðàåòñÿ íà

ñâîéñòâà ýòîé ñòàòèñòèêè. Ñàìîå âàæíîå ñâîéñòâî

ÑÎÏ (1.1) — ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëü-

íîñòü (ËÀÍ), êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿ

àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) è áàéåñîâñêèõ îöåíîê, à òàêæå êîí-

òèãóàëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð [1 – 10].

Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê äëÿ íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè

îöåíèâàíèÿ. Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòèõ

çàäà÷: ïåðâûé îñíîâàí íà âûáîðêå êîíå÷íîãî îáúåìà,

âòîðîé — àñèìïòîòè÷åñêèé — íà âûáîðêå ñ ðàñòóùèì

îáúåìîì. Ïåðâûé ïîäõîä çàâèñèò ëèøü îò ìîäåëè è

îáúåìà âûáîðêè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-

òåëüíî îãðàíè÷èòåëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àñèìïòî-

òè÷åñêèé ïîäõîä ìîæåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì îïòèìàëü-

íîñòè ïðè n��. Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàþò ëîêàëü-

íîé àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîñòüþ îöåíîê, è îíî

îïèðàåòñÿ èìåííî íà ñâîéñòâî ËÀÍ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â äàííîé ðàáî-

òå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâî ËÀÍ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé â ñëó÷àå ïîëíûõ íàáëþäåíèé. Ñ åãî èñïîëüçîâàíè-

åì èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíêè

áàéåñîâñêîãî òèïà äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, à òàê-

æå ÎÌÏ è åå àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî â ìîäåëè ñëó-

÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí.

Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü

ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïóñòü E(n) = (X(n), B(n), {P
n

:

( )
, è 7 È}), È 6 R1, —

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåçàâèñèìîé ïîâòîðíîé âûáîðêå

X(n) = (X1, ..., Xn). Ðàññìîòðèì ÑÎÏ ïðè è0, è1 7 È,

è0 3 è1:

l

P X

P X
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n
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— (2.1)

ïðîèçâîäíóþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé êîìïîíåíòû

ìåðû P
n

:1

( )
ïî P

n

:0

( )
íà íàáëþäåíèè X(n). Ñòàòèñòèêà

(2.1) èãðàåò âàæíóþ ðîëü êàê â òåîðèè îöåíèâàíèÿ, òàê

è ïðîâåðêå ãèïîòåç. Èç ëåììû Íåéìàíà – Ïèðñîíà [2]

èçâåñòíî, ÷òî êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû Hè: è = è0

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1: è = è1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ìîùíûì. Åñëè è1 =
^
:

n
ÎÌÏ äëÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ

è0 íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, òî ñòàòèñòèêà 2 log ln èìååò

àñèìïòîòè÷åñêîå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñî ñòå-

ïåíüþ ñâîáîäû s è ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ è0 èëè

æå ïðîâåðêè ãèïîòåç î ïàðàìåòðå è [3]. Åùå îäíî âàæ-

íîå ñâîéñòâî ÑÎÏ (2.1) ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà

àëüòåðíàòèâà è1 ÿâëÿåòñÿ «áëèçêîé» ïðè n�� ê è0.

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ËÀÍ, îñòàíîâèìñÿ íà íåì

ïîäðîáíåé. Ïðè è1 = è0 + Ãn(è0)
–1hn ðàññìîòðèì ÑÎÏ

(1.1)
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Îïðåäåëåíèå [1,8]. Ñåìåéñòâî {P
n

:

( )
, è 7 È} óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ ËÀÍ â òî÷êå è0 7 È ïðè n�� ,

åñëè äëÿ íåêîòîðîé Ã(è) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

hn � h 7 È ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

l h h h h
n n n n

( ) ( ( ))exp ( ) ( ) ,
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>

1
1
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0

2
0

? : :� ; (2.2)

ãäå äëÿ ëþáîãî h 7 È: ån(h)� 0 ïî P
n

:0

( )
-âåðîÿòíîñòè;

L(Än(è0)�P
n

:0

( )
)� N(0; Ã(è0)) ïðè n�� ; Ã(è0) 3 0 è íå

çàâèñèò îò h.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ðåãóëÿðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ íåâûðîæ-
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äåííîé ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèåé I (è) â òî÷êå è0.

Ïîëîæèì Ãn = n–1�2, hn = h 7 È, Ã(è) = I (è) è
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ãäå f (x, è) = dPè�dí — ïëîòíîñòü «îäíîìåðíîãî» ýêñ-

ïåðèìåíòà Ei = (X, B, {Pè, è 7 È}), ñîîòâåòñòâóþùåãî

íàáëþäåíèþ Xi, i =1, .n Ïðè ýòèõ âûáîðàõ Ãn, hn, Ã(è) è

Än(è0) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå Ãàåêà.

Òåîðåìà [1,5]. Ïóñòü È 6 R1, à ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòè f (x; è) ýêñïåðèìåíòîâ Ei óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì ðåãóëÿðíîñòè:

I) ôóíêöèÿ f (x, è) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèU
:0

òî÷êè è0 äëÿ âñåõ x 7 X;

II) ïðîèçâîäíàÿ (f (x, è)�(è ñóùåñòâóåò ïðè êàæ-

äîì è 7U
:0

äëÿ í — ïî÷òè âñåõ x 7 X;

III) èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

I M
f X

i
( )

log ( , )
:

:

:

:
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íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà ïðè è = è0.

Òîãäà ñåìåéñòâî ìåð {P
n

:

( )
, è 7 È}, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ

E(n) = E1 × ... × En ñ ïëîòíîñòüþ f, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ËÀÍ (2.2).

Îòìåòèì îäíî âàæíîå ïðèìåíåíèå ËÀÍ â òåîðèè

ïðîâåðêè ãèïîòåç. Èçâåñòíî [2, ñòð. 84], ÷òî äëÿ

ñåìåéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñóùå-

ñòâóåò ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ön =

= ön(X
(n)) óðîâíÿ á. Ïîñêîëüêó ËÀÍ ïîçâîëÿåò àïïðî-

êñèìèðîâàòü ÑÎÏ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ

exp{èÄn(è0) – A (è; è0)}, òî ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè

Än(è0) ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî

íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé øn = øn(X
(n)) òîãî æå óðîâ-

íÿ á, ò.å. ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ øn òàêèõ, ÷òî

limsup ,

n

n
M

�� �

�sup

: :

:
� ,

0

0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim ( ) .sup sup

n

n n
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, ( ) ,

, ( ) ,

, ( ) ,

�

�

�

ãäå cn è ãn îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì M
:0

øn = á.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ËÀÍ, ìîæíî íàéòè ìîùíîñòü

êðèòåðèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:

è = è0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1: è = è0 + u n , u > 0.

Ñîãëàñíî ôóíäàìåíòàëüíîé ëåììå Íåéìàíà – Ïèðñî-

íà íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò è çàäàåòñÿ

ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ Sn,á = {x(n): ln > cá}, ãäå êîí-

ñòàíòà cá îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ P
H 0

(ln > cá) = á.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
n

* ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ïðè àëüòåð-

íàòèâå H1: An
* = P

H1
(ln > cá) è íàéäåì åå ïðåäåë ïðè

n��. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ËÀÍ

P l x N u I u I
H n

n
1

1

2

2
0

2
0

( ) ( ); ( ) .� � �
�

�

�

�

�

�

��

: :

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A A

:

:
,

n
n

c

u I

u I* *

( )

( ) ,� 
 � �

�

�

�

�

�

�

�

���

1
1

2
0

0
B

ãäå Ô(x) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîð-

ìàëüíîãî çàêîíà.

Êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, ñâîéñòâà ËÀÍ

äëÿ ÑÎÏ è ñâÿçàííûå ñ íåé ñâîéñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ

îöåíîê äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîé âûáîðêè ê íàñòîÿùåìó âðå-

ìåíè äîâîëüíî ïîäðîáíî èññëåäîâàíû. Çíà÷èòåëüíûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå àíàëîãè÷íûõ

ñâîéñòâ è â ñëó÷àå íåïîëíûõ öåíçóðèðîâàííûõ íà-

áëþäåíèé. Â ðàáîòàõ [11 – 17] óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà

ËÀÍ è àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ÑÎÏ â

ìîäåëÿõ êîíêóðèðóþùèõ ðèñêîâ ñ íåïîëíûìè íàáëþ-

äåíèÿìè. Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâ-

íîñòü îöåíîê áàéåñîâñêîãî òèïà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñâîéñòâà ËÀÍ äëÿ ÑÎÏ â ìîäåëè ñëó÷àéíîãî öåíçóðè-

ðîâàíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê

áàéåñîâñêîãî òèïà. Íåïîëíûå íàáëþäåíèÿ

Â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èíäèâè-

äóóìîâ íà âûæèâàåìîñòü, â èñïûòàíèÿõ òåõíè÷åñêèõ

óñòðîéñòâ íà íàäåæíîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ,

êîãäà èñïûòûâàåìûå îáúåêòû ïîïàäàþò ïîä íàáëþäå-

íèå ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âðåìåíè ïî-

ñëå íà÷àëà èñïûòàíèé. Òàêîå ÿâëåíèå íàçûâàþò âõî-

äîì ñ çàäåðæêîé (delayed entry), èëè öåíçóðèðîâàíèåì

ñëåâà. Ïðè ýòîì âðåìÿ æèçíè (èëè áåçîòêàçíîé ðàáî-

òû) ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿ òàêæå è ïðàâîñòîðîííåìó

ñëó÷àéíîìó öåíçóðèðîâàíèþ. Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Ïóñòü X — ñ.â., îçíà÷àþùàÿ íàðàáîòêó îáúåêòà

ñ ôóíêöèåé âûæèâàíèÿ 1 – F (x, è), çàâèñÿùåé îò íå-

èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà è, è ñ ïëîòíîñòüþ f (x, è),

è 7 È C R1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ.â. X ïîäâåðãàåòñÿ

ñëó÷àéíîìó öåíçóðèðîâàíèþ ñ äâóõ ñòîðîí ñ.â. L è Y ñ

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ K è G è ñ ïëîòíîñòÿìè k è

g ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò è.
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Ïóñòü {(Li, Xi, Yi ), i 2 1} — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé âåêòîðà (L, X, Y) ñ íåçàâèñè-

ìûìè êîìïîíåíòàìè. Íàáëþäàåòñÿ âûáîðêà

{
~

( ; , , ), } ,
( ) ( ) ( ) ( )

Z Z i n V
i i i i i

n

 � � 
� � �

0 1 2
1

ãäå Zi = max (Li, min (Xi, Yi)) = Li D (Xi E Yi), � i

( )0
=

= I (Xi E Yi < Li), � i

( )1
= I (Li � Xi � Yi), � i

( )2
= I (Li � Yi <

< Xi). Îáîçíà÷èì
~

( )
Z

n = (
~

,Z
1

~
,Z

2
...,

~
Z

n
) è ïóñòü {Y(n),

U(n), Q
n

:

( )
} — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïîðîæäåííàÿ íàáëþäåíèÿìè
~

( )
Z

n ,

ãäå Y(n) = {X × {0,1}(3)}(n), U(n) = ó(Y(n)) è Q
n

:

( )
— âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà (Y(n), U(n)) ñ îäíîìåðíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì

Qè(x, y(0), y(1), y(2)) =

= P(Zi < x, �
i

( )0
= y(0), �

i

( )1
= y(1), �

i

( )2
= y(2));

y(m)
7 {0, 1}, m = 0, 1, 2. Ïóñòü ?

y
m( ) — ñ÷èòàþùàÿ

ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå y(m) è dv z
i

(
~

) =

= ?
y

m( ) × dzi, i =1, n. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå Q
n

:

( )
ÿâëÿåòñÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî ìåðû

v z
n n( ) ( )

(
~

) = v z(
~

)
1

× ... × v z
n

(
~

), åå ïëîòíîñòü íà Y(n) ïðè

êàæäîì è 7 È îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p Z
dQ Z

dv z n
n

n

n n

n
(
~

; )
(
~

)

(
~

( ))

( )

( ) ( )

( )
:

:
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F k Z G Z F Z
m m m

m

n

m( )[ ( ))( ( ; ))]
( )

1 1
0

1

:
�

� � �K Z G Z f Z
m m m

m( )( ( )) ( ; )
( )

1
1

:
�

� �K Z g Z F Z
m m m

m( ) ( )( ( ; )) .
( )

1
2

:
�

(3.1)

Ïðè u 7 R1 îïðåäåëèì «áëèçêóþ àëüòåðíàòèâó»

: �

u

n

= è 7 È ãäå è0 — èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà è, è çàäàäèìñÿ ëîãàðèôìîì ÑÎÏ ln (u) =


 log

(
~

)

(
~

)

.

( ) ( )

( ) ( )

d

d

Q Z

Q Z

n

n n

n n

:

:0

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïðè ñïðà-

âåäëèâîñòè êîòîðûõ áóäåì èìåòü ËÀÍ äëÿ ñåìåéñòâà

ðàñïðåäåëåíèé {
~

,
( )

Q
n

:
è 7 È}:

1) íîñèòåëü Nf = {x: f (x, è) > 0} íå çàâèñèò îò è;

2) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê è1, è2 7 È, è1 3 è2 è

x 7 Nf, f (x, è1) 3 f (x, è2);

3) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû äëÿ âñåõ x ïðîèçâîäíûå

(
mf (x, è)�(èm, m = 1, 2; ïðè ýòîì

(

(

G

G

G

G

G

G � �

��

�

'

m

m

f x
x

( , )
,

:

:

d m = 1, 2;

4) ôóíêöèÿ
(

(

log ( , )f x :

:

0
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îã-

ðàíè÷åííîé âàðèàöèè;

5) èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà

J
f x

T x( )
log ( , )

( , )
( )

:

:

:

:
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1
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�

( � � �
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'

log( ( ( ))( ( , )))
( , )

( )
1 1 1

2

0
G x F x

T x
:

:

:d �

�

( �

(

�

�

�

��

�

'

log( ( , ))
) ( , )

( )
1

2 2
F x

T x
:

:

:d

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è ïîëîæèòåëüíîé â òî÷êå è = è0.

Â ðàáîòå [15] ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè

óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïðè êàæäîì

u 7 R1:

ln( ) ( ) ( ) ( ),
/

u uJ
u

J R u
n


 � �
1

0

2

0

2

2
: H : (3.2)

ãäå æD = N (0, 1); Rn(u)� 0 ïðè n�� ïî Q
n

:0

( )
-âåðî-

ÿòíîñòè.

Ïóñòü {ð(u), u 7 È} — íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ è l (d, è) = (d – è)2 — ôóíêöèÿ ïîòåðü

íà ìíîæåñòâå D × È, ãäå D — ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ

îöåíîê äëÿ è. Ðàññìîòðèì îöåíêè èn 7 D, îïðåäåëÿå-

ìûå ñîîòíîøåíèåì

^
min

( , ) (
~

, ) ( )

(
~

, )

( )

( )
:

: : � : :

: �

n
d D

n

n

n

n

l d p Z

P Z




7

'

arg

d

I

( )

.

: :d

I

'

(3.3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè è — ñ.â. ñ àïðèîðíîé ïëîòíîñòüþ ð,

òî
^
:

n
ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêîé îöåíêîé äëÿ è. Ïîêàæåì

àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü
^
:

n
. Ïóñòü N (x, è) =

= 1 – (1 – G(x))(1 – F (x, è)) = Pè (Xi E Yi < x). Îïðåäå-

ëèì ñóáðàñïðåäåëåíèÿ

T (0)(x, è) = Pè(Xi E Yi < Li; Li < x),

T (1)(x, è) = P(Li � Xi � Yi; Xi < x),

T (2)(x, è) = Pè(Li � Yi < Xi; Yi < x),

äëÿ êîòîðûõ T (0)(x, è) + T (1)(x, è) + T (2)(x, è) = Pè(Zi < x)

äëÿ âñåõ (x, è) 7 R1 × È.
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Òåîðåìà 3.1 [14]. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè

(1 – 4) ð(è0) 3 0. Òîãäà ïðè n��

L
n

Q

N J
n

n

( )
( , ( )).

( )

: :

:

:

�
�

�

�

�

�

�

�

�
�

�0 1
0

0

0

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 3. 1 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

Ôèøåðà [1, ñ. 127] îöåíêó
^
:

n
ìîæíî íàçâàòü àñèìïòî-

òè÷åñêè ýôôåêòèâíîé.

Àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíàÿ ýôôåêòèâíîñòü

îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íåïîëíûå íàáëþäåíèÿ

Ôèøåð [1, § 1.9] ââåë ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îöåí-

êè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ, àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíûõ îöåíîê ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîé

äèñïåðñèåé. Ýòîò ïîäõîä ïîäðàçóìåâàë àñèìïòîòè-

÷åñêè íàèëó÷øóþ îöåíêó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-

ùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) åñëè èn ÎÌÏ äëÿ è, òî â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè

I – III

L n N I
n

n

( ( )) ( , ( ));: : :� �

��

�
0

1

2) åñëè Tn — àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îöåíîê, òî

lim ( ( )) ( ),
n

n
M n T I

��

�
� 2

:
: :

2 1
è 7 È 6 R1.

Îäíàêî [1, § 1.9] ñóùåñòâóþò è ñóïåðýôôåêòèâíûå

îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîòåðü îöåíêè

è ïîýòîìó òàêîå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷-

øåé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé. Ãàåê [6] (ñì.

òàêæå [1, ñ. 223]) óñòàíîâèë àñèìïòîòè÷åñêè ìèíè-

ìàêñíóþ ãðàíèöó ðèñêîâ ëþáûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöå-

íîê, åñëè èçâåñòíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà áàéå-

ñîâñêèõ îöåíîê. Îí äîêàçàë ýòîò ðåçóëüòàò ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñâîéñòâà ËÀÍ äëÿ ÑÎÏ. Â ðàáîòå [15] â îáùåé

ìîäåëè êîíêóðèðóþùèõ ðèñêîâ ïðè ñëó÷àéíîì öåí-

çóðèðîâàíèè ñ äâóõ ñòîðîí â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè

óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî ËÀÍ äëÿ ÑÎÏ. Èññëåäóåì

ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîé ýôôåêòèâ-

íîñòè ÎÌÏ. Â ÷àñòíîñòè, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ãàå-

êà î ìèíèìàêñíîé íèæíåé ãðàíèöå êà÷åñòâà ðàçëè÷-

íûõ îöåíîê äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ïîòåðü ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè, â êîòîðîé

äàþòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ äîñòèæè-

ìîñòè ýòîé ãðàíèöû. Çàòåì ýòó òåîðåìó èñïîëüçóåì

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîé ýô-

ôåêòèâíîñòè ÎÌÏ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîòåðü w (u) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì:

w (u) íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà R1, w (0) = 0 è

w (u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u = 0;

ôóíêöèÿ w (u) ñèììåòðè÷íà: w (–u) = w (u);

ìíîæåñòâà {u: w (u) < c} âûïóêëû äëÿ âñåõ c > 0 è

îãðàíè÷åíû äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ c > 0;

w u
u

u
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d

Êëàññ ôóíêöèé ïîòåðü, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëî-

âèÿì, îáîçíà÷èì W.

Òåîðåìà 4.1 [1]. Ïóñòü ñåìåéñòâî {P
n

:

( )
, è 7 È}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ËÀÍ â òî÷êå è0 7 È ñ íîðìè-

ðîâêîé Ãn, ïðè÷åì Ã
n

2
� 0 ïðè n��. Òîãäà äëÿ ëþáî-

ãî ñåìåéñòâà îöåíîê Tn è ôóíêöèè ïîòåðü w 7 W ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî
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ãäå L(î0) = n(0; 1). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé íåïîñòîÿí-

íîé ôóíêöèè w íèæíÿÿ ãðàíèöà
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äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè n��

ðàçíîñòü

Ã
n n n

T
�

� � �
1

0
0

0( )
,

:
:

� ïî P
n

:
0

( )
-âåðîÿòíîñòè. (4.2)

Åñëè (4.1) èìååò ìåñòî, òî îöåíêà Tn íàçûâàåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíî ýôôåêòèâíîé. Òàêèì

îáðàçîì, (4.2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé ìèíèìàêñíîé ýôôåêòèâ-

íîñòè îöåíêè Tn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû

äëÿ ÎÌÏ äëÿ îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà è â ìîäåëè ñëó-

÷àéíîãî öåíçóðèðîâàíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí. Ïóñòü
^
:

n
—

ÎÌÏ, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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: — ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, îïðåäå-

ëåííàÿ â (3.1).

Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè 1 – 5
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Òåîðåìà 4.2 [17]. Ïóñòü
^
:

n
— åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (4.3) è èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ðåãóëÿð-

íîñòè 1 – 5. Òîãäà ÎÌÏ
^
:

n
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

ìèíèìàêñíîé ýôôåêòèâíîé äëÿ ïàðàìåòðà è.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 4.2 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

L
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N J
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n n

(
^

)

~ ( ; ( )),
( )

: :

:

:

�
�

�

�

�

�

�

�

�
�

��
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0

ò.å. ÎÌÏ è îöåíêà áàéåñîâñêîãî òèïà (3.3) ÿâëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ìàòåðèàëà ñëåäóåò, ÷òî ÑÎÏ

èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå âû-

áîðêè ñîãëàñíî ëåììå Íåéìàíà – Ïèðñîíà äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ, à òàêæå ïðè ðàñòó-

ùåì îáúåìå âûáîðêè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíûõ

ñâîéñòâ ÎÌÏ è îöåíîê áàéåñîâñêîãî òèïà êàê â ñëó-

÷àå ïîëíûõ, òàê è íåïîëíûõ íàáëþäåíèé.
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