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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 11 íîÿáðÿ 2015 ã.

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Îòìå÷åíî,

÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â èõ ðåøåíèè èãðàþò âîïðîñû âûáîðà îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (ìî-

äåëèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë), à òàêæå êà÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Îáñóæäåíû ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, îáóñëîâëåííûå òðåáîâàíè-

ÿìè ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ê èñòèííûì ðåøåíèÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî; ýôôåêòèâíîñòü è òðóäíîñòü âû÷èñëåíèé; ïðåäåëüíûå òå-

îðåìû; äàò÷èêè áàçîâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (äðóãèå íàçâàíèÿ — ìåòîä ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå) ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèíàõ

â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêóþ ìîäåëü

òðóäíî èëè âîâñå íåâîçìîæíî. Âïåðâûå ìåòîä áûë

îïèñàí â 1949 ã. â ñòàòüå Í. Ìåòðîïîëèñà è Ñ. Óëàìà

«Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî». Â îáùåì ñëó÷àå åãî ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Â ðàìêàõ äèñêóññèè, ïðîâîäèâøåéñÿ â 1985 –

1993-õ ãîäàõ íà ñòðàíèöàõ æóðíàëà «Çàâîäñêàÿ ëàáî-

ðàòîðèÿ», îáñóæäàëèñü íåêîòîðûå íàêîïëåííûå â ýòîé

îáëàñòè ðåçóëüòàòû. Ñ òåõ ïîð âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíè-

êà è èíôîðìàòèêà ñäåëàëè áîëüøîé øàã âïåðåä â ñâî-

åì ðàçâèòèè, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ âîçìîæ-

1
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýëåêòðîòåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò («ËÝÒÈ»), ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ;

e-mail: yur_grigoriev@mail.ru



íîñòåé äëÿ ðåàëèçàöèè êàê ñóùåñòâîâàâøèõ äî ýòîãî,

òàê è ïîÿâèâøèõñÿ çà ïîñëåäíèå 20 – 25 ëåò íîâûõ

òåõíîëîãèé âåðîÿòíîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìíîãèå

èçâåñòíûå ðàíåå äàííûå ïîëó÷èëè íîâîå ìåòîäè÷å-

ñêîå îñìûñëåíèå, ïîÿâèëèñü íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþ-

ùèåñÿ êàê ðàçðàáîòêè ñàìèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, òàê è íîâûõ âîçìîæ-

íîñòåé ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Î âàæíîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ) ñâèäåòåëü-

ñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Íàèáîëåå óäà÷-

íûå ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ, êàê ïðàâè-

ëî, ê çàäà÷àì, äîïóñêàþùèì òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñò-

íóþ òðàêòîâêó. Âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî öåëåñîîáðàç-

íî èñïîëüçîâàòü ìåòîä â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, ìàëî èçó÷åí.

Îäíàêî íåñîìíåííûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò [39, ñ. 3], ÷òî

«ïðèâëå÷åíèå ðàíäîìèçàöèè îêàçûâàåòñÿ âàæíûì

ñðåäñòâîì ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ ñ åñòåñòâåííûì ïà-

ðàëëåëèçìîì. Òåíäåíöèÿ, íàïðàâëåííàÿ íà ñîçäàíèå

êîìïüþòåðîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ (ÿäåð),

îáóñëîâëèâàåò âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ðàíäîìèçîâàí-

íûõ àëãîðèòìîâ. Èìåííî â ýòîì íàïðàâëåíèè â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ».

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàêîé áû îáëàñòè è â êàêèõ

áû âàðèàíòàõ íè ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ÌÊ, âñåãäà âñòàåò

âîïðîñ î òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñëåä-

íÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò êàê îò êà÷åñòâà ñàìèõ

àëãîðèòìîâ ðàíäîìèçàöèè, òàê è îò ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ê èñòèííûì. Ïî ñó-

ùåñòâó ðå÷ü èäåò î ôîðìóëèðîâêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðåäåëüíûõ òåîðåì â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, ðåøàåìûõ

ìåòîäàìè ÌÊ.

Íàóêîìåòðè÷åñêèé àíàëèç

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê íåïîñðåäñòâåííîìó îáñóæ-

äåíèþ ñóùåñòâóþùèõ ïðîáëåì â îáëàñòè èññëåäîâà-

íèÿ òî÷íîñòè ìåòîäîâ ÌÊ, ïðèâåäåì êðàòêèé íàóêî-

ìåòðè÷åñêèé îáçîð ïóáëèêàöèé â äàííîé îáëàñòè.

Îòìåòèì, ÷òî â Ðîññèè åùå ñî âðåìåí ÑÑÑÐ äåé-

ñòâóþò äâå ìîùíûå íàó÷íûå øêîëû ñòàòèñòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ, âîçãëàâëÿåìûå ïðîô. Ñ. Ì. Åðìàêî-

âûì (ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ

Ã. À. Ìèõàéëîâûì (ÂÖ ÑÎ ÐÀÍ, ã. Íîâîñèáèðñê).

Êðàòêèé áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð ðàáîò ïðåäñòàâè-

òåëåé ýòèõ è ìîñêîâñêîé øêîë (È. Ì. Ñîáîëü è äð.),

à òàêæå çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ çà 1991 – 2015 ãã. ïðåä-

ñòàâëåí â òàáë. 1 è 2. Îíè, êîíå÷íî, íå äàþò âñåîáúåì-

ëþùåé êàðòèíû ñîñòîÿíèÿ äåë, ÷òî â ïðèíöèïå ñäå-

ëàòü íåâîçìîæíî, íî ìîãóò ñëóæèòü íåêîé îòïðàâíîé

òî÷êîé äëÿ ïîñëåäóþùèõ âûâîäîâ.

Àíàëèç òàáë. 1 è 2 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü ñëåäóþ-

ùåå. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ðàáîò íàïðàâëåíî íà

ðåøåíèå êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðè ýòîì ñó-

ùåñòâóþùèå â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìåòîäû ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ è òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ

ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïðîñòî ïðè-

íèìàþòñÿ çà íåêîòîðóþ äàííîñòü, ò.å. íå îáñóæäàþò-

ñÿ. Âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ) è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿì,

à òàêæå ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ðåøåíèé ê èñòèííûì (ðàñïàðàëëåëèâàíèþ

àëãîðèòìîâ, ìåòîäàì óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèé è ò.ä.)

óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå âíèìàíèå. Î÷åâèäíî,
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Òàáëèöà 1. Íàó÷íûå ïóáëèêàöèè ïî ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ïî íàó÷íûì øêîëàì è ãîäàì: 1 — øêîëà Ñ. Ì. Åðìàêîâà; 2 —

øêîëà Ã. À. Ìèõàéëîâà; 3 — äðóãèå àâòîðû (â òîì ÷èñëå äîêëàäîâ íà êîíôåðåíöèÿõ)

Íàó÷íûå

íàïðàâëåíèÿ

Ãîäû

1991 – 1995 1996 – 2000 2001 – 2005 2006 – 2010 2011 – 2015

1 [27, 32, 36] [18, 25, 104, 105] [11, 21, 24, 31, 33,

37, 103, 106, 132]

[22, 23, 29, 30, 38, 85] [5, 10, 12, 20, 26, 28, 39]

2 [1, 2, 3, 16, 60,

69, 79, 80, 126]

[4, 6, 14, 61,

72, 96, 129]

[73, 131] [15, 62, 63, 64, 65, 67, 83] [66, 92, 100]

3 [51, 76, 84, 70,

125, 127, 133]

[55, 75, 101, 107,

121, 122, 123, 124,

128, 138, 140]

[7, 9, 54, 56, 57, 59, 70,

77, 78, 81, 86, 87, 99,

109, 110, 118, 120, 134]

[13, 40, 50, 58, 71, 82,

88, 71, 82, 88, 89, 91,

98, 111, 130, 139]

[41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,

48, 49, 52, 68, 94, 95, 112,

135, 136, 137, 142, 143]

Òàáëèöà 2. Ôîðìû ïóáëèêàöèé çà 1991 – 2015 ãã. ïî íàïðàâëåíèÿì: 1 — àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ; 2 —

òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, äàò÷èêè áàçîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ÁÑÂ); 3 — ïðèêëàäíûå

çàäà÷è

Íàïðàâ-

ëåíèÿ

Ôîðìû ïóáëèêàöèé

Ìîíîãðàôèè Ñòàòüè, ïðåïðèíòû Êîíôåðåíöèè Ìåòîäèêè

1 [13, 14, 15, 17, 22, 36, 54, 56, 57,

61, 65, 66, 72, 73, 76, 78, 79, 82,

86, 107, 118, 120, 125, 131]

[9, 11, 16, 18, 23, 25, 26, 29, 30, 31,

33, 37, 38, 45, 50, 60, 62, 63, 67, 83,

85, 92, 105, 106, 111, 139, 143]

[20, 46, 47, 49, 52, 68,

93, 95, 113, 114, 115,

135, 136, 137, 141, 143]

[7, 42, 43, 44, 48,

59, 64, 75, 80]

2 [15, 39, 55, 74, 76, 78,

90, 107, 120, 121, 127]

[1, 2, 3, 4, 5, 12, 21, 24, 27, 40, 53, 70,

81, 83, 96, 101, 109, 123, 124, 130, 140]

[46, 47, 58, 88, 103,

135, 136, 137]

[15, 42, 43, 44,

48, 71, 77, 87]

3 [6, 32, 73, 78, 107,

110, 118, 126, 132]

[10, 12, 28, 41, 69, 83, 89,

91, 98, 104, 122, 134]

[100, 114, 116, 117, 119,

112, 135, 136, 137, 142]

[42, 43, 44, 48]



ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òðóäíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðå-

òè÷åñêèõ ïðîáëåì è çàäà÷ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìîâ.

Îñîáûé èíòåðåñ â òàáë. 2 ïðåäñòàâëÿþò ãðàôû

«Ìîíîãðàôèè» è «Êîíôåðåíöèè». Îíè ïîêàçûâàþò

âàæíîñòü è îãðîìíûé èíòåðåñ, ïðîÿâëÿåìûé ê çàäà-

÷àì ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ. Òàê, â 2013 ã. â óíè-

âåðñèòåòñêîì ãîðîäêå Ðèìèíè óíèâåðñèòåòà Áîëîíüè

(Èòàëèÿ) ñîñòîÿëñÿ VII Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì,

ïîñâÿùåííûé ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì â âåðîÿòíîñò-

íîì ìîäåëèðîâàíèè, ñáîðå äàííûõ è àíàëèçå íàó÷íûõ

ýêñïåðèìåíòîâ è èññëåäîâàíèé [137]. Ïðåäûäóùèå

ñèìïîçèóìû ïðîõîäèëè â ðàçíûå ãîäû â Ñàíêò-Ïåòåð-

áóðãå: I — 1994, ìàé; II — 1996, èþíü; III — 1998,

èþíü; IV — 2001, èþíü; V — 2005, èþíü; VI — 2009,

èþíü (èíòåðíåò-ðåñóðñ http:��pws.math.spbu.ru�start).

Íàêîíåö, 21 – 25 ñåíòÿáðÿ 2015 ã. â Âåíå (Àâ-

ñòðèÿ) ñîñòîÿëñÿ VIII Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì,

ïîñâÿùåííûé ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì â âåðîÿòíîñò-

íîì ìîäåëèðîâàíèè, îðãàíèçîâàííûé Öåíòðîì ïëàíè-

ðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ñòàòè-

ñòèêè è êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé Óíèâåðñèòåòà

íàóê î æèçíè ñîâìåñòíî ñ Ñåêöèåé ñòàòèñòèêè Àëü-

ïåí-Àäðèÿ-Óíèâåðñèòåòà (ã. Êëàãåíôóðò, Àâñòðèÿ), êà-

ôåäðîé ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÏáÃÓ (Ðîñ-

ñèÿ) è Îáùåñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ INFORMS (ÑØÀ).

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî

Ìåòîä ÌÊ îêàçàë è ïðîäîëæàåò îêàçûâàòü ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëü-

íîé ìàòåìàòèêè è ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìîæåò íå

òîëüêî óñïåøíî êîíêóðèðîâàòü ñ òðàäèöèîííûìè âû-

÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè, íî è âõîäèòü â íèõ êàê ñî-

ñòàâíàÿ ÷àñòü, îáðàçóÿ ýôôåêòèâíûå êîìáèíèðîâàí-

íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, ýòî

êàñàåòñÿ êðàåâûõ çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòî-

õàñòè÷åñêèì ÿäðîì P (x, dy ) [39, ñ. 109]. Â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé îáû÷íî ñòðîÿò

íà òðàåêòîðèÿõ öåïè Ìàðêîâà, îïðåäåëÿåìîé ïåðå-

õîäíîé âåðîÿòíîñòüþ P (x, dy ). Ñàìà æå öåïü Ìàðêîâà

ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäàìè ÌÊ.

Âîñòðåáîâàííîñòü ìåòîäîâ ÌÊ â äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ, îáóñëîâëåíà òðóäíîñòüþ èëè íå-

âîçìîæíîñòüþ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îáû÷íûìè ìåòî-

äàìè, íåòî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ âõîäÿùèõ â çàäà÷ó

êðàåâûõ èëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çíà÷åíèé âû÷èñëÿå-

ìûõ ôóíêöèîíàëîâ â óçëàõ âñåâîçìîæíûõ ñåòîê,

à òàêæå îñîáåííîñòÿìè ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ÌÊ, ñî-

÷åòàþùèìè ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó ñêîðîñòüþ

è òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷àõ

ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ âåðîÿò-

íîñòíàÿ ìîäåëü èñõîäíîé çàäà÷è èëè åå ÷àñòè, à çàòåì

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ÌÊ. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñëÿåìîãî èíòåãðàëà ê âèäó ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû. Äðóãèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÌÊ ÿâëÿ-

þòñÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôóíêöèé áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ìåòîäû ñëó-

÷àéíîãî ïîèñêà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è øèðîêî èñ-

ïîëüçóþòñÿ è ïîäðîáíî èññëåäîâàíû. Íî è çäåñü çàäà-

÷ó îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ìîæíî ñóùå-

ñòâåííî îáëåã÷èòü, åñëè òî÷êó ýêñòðåìóìà ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ìîäû íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé è çàòåì â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàòü îöåíêó

ýòîé ìîäû [39, ñ. 22].

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ÌÊ, åñòåñòâåííî, îïðàâäàíî

è â òåõ çàäà÷àõ, êîòîðûå èçíà÷àëüíî äîïóñêàþò òåîðå-

òèêî-âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå (ðåãðåññèîííûé è äèñ-

ïåðñèîííûé àíàëèç, ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç,

âû÷èñëåíèå êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèé è ò.ä.). Ýòî îáú-

ÿñíÿåòñÿ êàê åñòåñòâåííîñòüþ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà ñ íå-

êîòîðîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ â çàäà÷àõ ñ âåðîÿòíî-

ñòíûì ñîäåðæàíèåì, òàê è ñóùåñòâåííûì óïðîùåíè-

åì ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ.

Íàêîíåö, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû ÌÊ ÿâëÿ-

þòñÿ åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, ãäå òî÷íûå ðåøåíèÿ

â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Íàïðèìåð, ýòî

ìîãóò áûòü çàäà÷è ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè ñòðóêòóðíî-

ñëîæíûõ ñèñòåì èëè ðàñ÷åòà ìíîãîìåðíûõ èíòåãðà-

ëîâ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîãîäû, èçìåíåíèÿ êëèìàòà,

ïîñëåäñòâèé êàòàñòðîô (çåìëåòðÿñåíèé, öóíàìè, ÿäåð-

íîé çèìû), ðàçâèòèÿ ýêîíîìèê, âîåííûõ äåéñòâèé

è ò.ä.

Ïåðâîíà÷àëüíî ìåòîä ÌÊ èñïîëüçîâàëñÿ ãëàâíûì

îáðàçîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåéòðîííîé ôèçèêè, ãäå

òðàäèöèîííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îêàçàëèñü ìàëîïðè-

ãîäíûìè. Äàëåå åãî âëèÿíèå ðàñïðîñòðàíèëîñü íà øè-

ðîêèé êëàññ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, î÷åíü ðàç-

íûõ ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ. Ìåòîäû ÌÊ âñå â áîëü-

øåé ìåðå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òàêèõ

íàóêàõ, êàê:

èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ);

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è

ïîëåé;

òåîðèÿ èãð è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà;

ïîèñê ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ;

òåîðèÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ïðè íàëè÷èè ïîìåõ;

àñòðîíîìèÿ è àñòðîôèçèêà;

òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèé;

âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñ âåùåñòâîì;

ôèçèêà êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà;

àòìîñôåðíàÿ îïòèêà è ïîâåðõíîñòü îêåàíà;

ôèíàíñîâûé èíæèíèðèíã;

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, â òîì ÷èñëå êðàåâûå çàäà-

÷è äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è äð.

Êàê è ëþáàÿ òåõíîëîãèÿ, ìåòîä ÌÊ îáëàäàåò êàê

äîñòîèíñòâàìè, òàê è íåäîñòàòêàìè. Íàçîâåì íåêîòî-

ðûå èç íèõ.
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Äîñòîèíñòâà ìåòîäà ÌÊ:

âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ äðóãèå

ìåòîäû ðåøåíèÿ íåäîñòóïíû;

ïðîñòîòà ó÷åòà âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò;

âûñîêàÿ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà.

Íåäîñòàòêè ìåòîäà ÌÊ:

ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé íå îïðåäåëåíû

òî÷íî, íî âêëþ÷àþò íåêóþ ñëó÷àéíîñòü (õîòÿ, âîç-

ìîæíî, ýòî ñêîðåå ïñèõîëîãè÷åñêàÿ, ÷åì ðåàëüíàÿ,

òðóäíîñòü);

íåñîâåðøåíñòâà òåõíîëîãèè, ñâÿçàííûå ñ îñóùå-

ñòâëåíèåì îïåðàöèé ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà;

ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþò òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ

÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è; ïðè íåîáõî-

äèìîñòè èññëåäîâàòü íåêîòîðóþ çàâèñèìîñòü (íàïðè-

ìåð, ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè â çàäàííîé ÑÌÎ îò åå êî-

ýôôèöèåíòà çàãðóçêè) ðàñ÷åò ïîâòîðÿþò äëÿ èõ íîâûõ

çíà÷åíèé;

ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ñ ðîñòîì îáúåìà âû-

áîðêè n óáûâàåò ìåäëåííî;

íåîáõîäèìî èìåòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ çàäàííûìè

ñâîéñòâàìè (ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ

ýëåìåíòîâ).

Äâà ïîñëåäíèõ íåäîñòàòêà òðàäèöèîííî âûçûâà-

þò ìíîãî âîïðîñîâ. Óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà èõ ïðå-

îäîëåíèÿ, ïî-âèäèìîìó, íåò. Çäåñü ìíîãîå íàõîäèòñÿ

â ñòàäèè ñòàíîâëåíèÿ, ïîèñêà è ïîòîìó âûçûâàåò

îæèâëåííûé èíòåðåñ è îáñóæäåíèÿ.

Òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Î ðîëè ïðåäåëüíûõ òåîðåì òèïà çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë (ÇÁ×) â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ãîâîðèòñÿ âî ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ (â ÷àñòíîñòè, [34,

ñ. 74 – 84; 71, ñ. 519 – 522]). Íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí-

íûé ñ íèìè âîïðîñ î òî÷íîñòè ìåòîäà ÌÊ ðàññìîòðèì

íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [64, ñ. 147].

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ÷èñëåííî âû÷èñëèòü îäíîêðàò-

íûé èíòåãðàë

I x x x x g x x
l l

R

� �
� �

lg d d( ,... , ) ... ( ) .
1 1

1

(4.1)

Âûáåðåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f (x ) ñëó÷àéíî-

ãî âåêòîðà î = (î1, ..., îl ) òàêóþ, ÷òî

f x x( ) ,d
�

�1 f x
x R

g x x R

l

l
( )

,

, ( ) ,

,�

� 7

8 8 7

0

1

3

0

0 0

è ïåðåïèøåì èíòåãðàë (4.1) â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ

I g x x q x f x x� � �
� �

( ) ( ) ( ) ,d d � 9

ãäå

q (x ) = g (x )�f (x ), æ = q (î). (4.2)

Íà îñíîâàíèè ÇÁ× ïîñòðîèì ñòàíäàðòíûé àëãî-

ðèòì ìåòîäà ÌÊ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (4.1):

I
n n

q
n i

i

n

i

i

n

� � �

� �

� �9 9 )

1 1

1 1

( ). (4.3)

Âåëè÷èíà 9
n

èç (4.3) èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå �9
n

= I è äèñïåðñèþ �9
n

= ó
2�n, ãäå

#
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2

2
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�
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2 < &, è Sn = æ1 +

... + æn, òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü + 9
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I� �| | àëãî-

ðèòìà (4.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Èìåííî â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ èçâåñòíàÿ äåëèêàò-

íîñòü ýòîé çàäà÷è: êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî èñïûòà-

íèé n, íåëüçÿ óòâåðæäàòü ñ ïîëíîé äîñòîâåðíîñòüþ,

÷òî áóäåò âûïîëíåíî, ñêàæåì, íåðàâåíñòâî

| | , .9
n

I� % 0 01

Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà áëèçîñòè 9
n

ê èíòåãðàëó

I äåéñòâóåò íå ñ ïîëíîé äîñòîâåðíîñòüþ, à ëèøü ñ íå-

êîòîðîé ìåíüøåé åäèíèöû âåðîÿòíîñòüþ. Àíàëîãè÷-

íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è âî âñåõ äðóãèõ ïîäîáíûõ çà-

äà÷àõ, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè êâàíòèëåé ðàçëè÷-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîçâîëÿþùåãî îöåíèòü òî÷-

íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòèëåé, ðàññìîòðèì ñòà-

òèñòèêó Äæèíè [108]
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(4.5)

èñïîëüçóåìóþ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ýêñïîíåíöèàëü-

íîñòè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íà îñíîâå âûáîðêè

{Xi }, ãäå X è {X(i)} — åå ñðåäíåå è âàðèàöèîííûé ðÿä.

Äëÿ ñòàòèñòèêè (4.5) èçâåñòíî òî÷íîå âûðàæåíèå

åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ). Ïîýòîìó èçâåñòíû è

åå êâàíòèëè. Äëÿ îáúåìîâ âûáîðêè n = 5(5)20 îíè

ïðåäñòàâëåíû â ëåâîé ÷àñòè òàáë. 3. Â åå ïðàâîé ÷àñòè

ïðèâåäåíû êâàíòèëè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÌÊ. Ïî-

ñêîëüêó Gn ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0,5,

òî êâàíòèëè u
á

íèæíåãî õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ F (x )

âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó u
á

= 1 – u1 – á
.

Ñðàâíåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òàáë. 3 ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ

êâàíòèëè âû÷èñëÿþòñÿ õîòÿ è äîñòàòî÷íî òî÷íî (ïðè-

ìåðíî äâà çíàêà ïîñëå çàïÿòîé), íî âñå-òàêè ñ ïîãðåø-

íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðèòü, ñêàæåì, î òàáóëèðî-

âàíèè êâàíòèëåé ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòèê òèïà Gn ñ íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ), àíàëîãè÷íîì
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ñîñòàâëåíèþ òàáëèö ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Áîëüøåâà è Ñìèðíîâà [8], íå ïðèõîäèòñÿ.

Áëèçêèå ïî ñìûñëó ðåçóëüòàòû ïðè ðàçëè÷íûõ

âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ (äëèíà îêíà L è ñòåïåíü m ìàòðè-

öû îïåðàòîðà) èìåþò ìåñòî è â çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà [39, ñ. 81,

òàáë. 4.1]. Çäåñü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ñáàëàíñèðîâàííîñòè ïàðàìåòðîâ L è m è,

êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàåòñÿ äâóìÿ-òðåìÿ çíàêàìè

ïîñëå çàïÿòîé.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (4.1).

Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ) ñëåäóåò,

÷òî (Sn – n�æ)�# n � ù 7 N (0, 1) ïðè n � & (ñõîäè-

ìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ). Ïîýòîìó äëÿ ìàëîãî á > 0

íàéäåòñÿ êîíñòàíòà u
á

(êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P

n

u P u
n

+

#
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Âåëè÷èíà r

n

u
n

�

#

�
íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîé îøèáêîé

ìåòîäà [64, ñ. 148] è èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ

ïðèáëèæåííîé îöåíêè ïîðÿäêà îøèáêè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.6) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäè-

ìîñòè ìåòîäà ÌÊ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n–1�2, ò.å.

îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùèé çíàê ïîñëå çàïÿòîé âåëè÷èíû I (ò.å. óìåíü-

øèòü ïîãðåøíîñòü rn ïðèìåðíî â äåñÿòü ðàç), òðåáóåò-

ñÿ â ñòî ðàç óâåëè÷èòü ÷èñëî èñïûòàíèé n. Ïîýòîìó

õàðàêòåðíûå ÷èñëà èñïûòàíèé â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñ-

ëåíèÿõ ïî ìåòîäó ÌÊ âåñüìà âåëèêè.

Ïðè âû÷èñëåíèè îäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà I ñ ãëàä-

êîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé g (x ) äëÿ x 7 [a, b ]

ïîãðåøíîñòü ïðîñòåéøåé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè g (x ) èç (4.1), èìååò ïîðÿäîê n–2, ò.å. íà ÷åòû-

ðå ïîðÿäêà ëó÷øå ìåòîäà ÌÊ, à ïîãðåøíîñòü ÷óòü

áîëåå ñëîæíîé ôîðìóëû Ñèìïñîíà — ïîðÿäîê n–3 [64,

ñ. 149].

Õîðîøî èçâåñòíî [64, ñ. 149], ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê

ðàçìåðíîñòÿì l � 2 è ïðè ðàññìîòðåíèè íåãëàäêèõ ïî-

äûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé g (x ), x 7 Rl ïîñòðîåíèå èí-

òåðïîëÿöèé äëÿ g (x ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êóáàòóð-

íûõ ôîðìóë çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ è ïîðÿäîê m

ïîãðåøíîñòè än ~ n–m óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì l. Ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ÌÊ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû

l. Ñâîéñòâà ôóíêöèè g (x ) âëèÿþò ëèøü íà âåëè÷èíó

�æ èç (4.4). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ñëîæíûì

ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü ìåòî-

äîâ ÌÊ âîçðàñòàåò.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì,

åñëè íàñ óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíèòåëüíî ãðóáîå ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå (ñêàæåì, äâà çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ïðè

âû÷èñëåíèè êâàíòèëåé) è ðàçìåðíîñòü l äîñòàòî÷íî

âåëèêà [39, ñ. 64; 64, ñ. 149]. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñî-

áîâ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé íà ïóòè ïîâûøåíèÿ òî÷-

íîñòè ðåøåíèé, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå ïàðàìåòðè÷åñêè ðàçäåëèìûõ àëãîðèòìîâ. Îäíà-

êî è çäåñü ïðè íàëè÷èè ìíîãèõ ïðîöåññîðîâ òàêæå

âîçíèêàþò ñâîè ïðîáëåìû [39, ñ. 64]. Ïîýòîìó â õîäå

äèñêóññèè õîòåëîñü áû óñëûøàòü ðåàëüíûå ìíåíèÿ ïî

ïîâîäó ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ

ÌÊ ïðè ðåøåíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷, òðàäèöè-

îííî ðåøàåìûõ îáû÷íûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè.

Â ñâÿçè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì õàðàêòåðîì ðåøåíèé â

ìåòîäàõ ÌÊ îòìåòèì òàêæå íåäîñòàòî÷íî ÷åòêîå îñâå-

ùåíèå â ëèòåðàòóðå âîïðîñîâ íàñëåäîâàíèÿ ñõîäèìî-

ñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïðî-

èçâîëüíîé ïðèðîäû. Ñóòü ýòîé ïðîáëåìû êðàòêî èçëî-

æåíà â [71, ñ. 527 – 533].

Âåëè÷èíà S = tó2, ãäå t — ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ æi ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû æ, íàçûâàåòñÿ òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà ÌÊ [64,

ñ. 150]. ×åì ìåíüøå S, òåì âûøå êà÷åñòâî ñîîòâåòñò-

âóþùåãî àëãîðèòìà ÌÊ. Ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèåìîâ,

óìåíüøàþùèõ äèñïåðñèþ a2 = �æ â (4.2). Ñïîñîáû

óìåíüøåíèÿ âðåìåíè t, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíû ñ îïòè-

ìèçàöèåé ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà æ.

Ïîýòîìó çäåñü ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ïðè-

ìåíåíèÿ äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êà÷åñòâî

êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò îäíó èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ìå-

òîäîâ ÌÊ.

Ïðîáëåìà äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëåäóÿ [44], êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñîâðåìåííîì

ñîñòîÿíèè ïðîáëåìû äàò÷èêîâ áàçîâûõ ñëó÷àéûõ âå-

ëè÷èí (ÁÑÂ) è íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ïðèíöèïàõ èõ

èñïîëüçîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ àëãî-

ðèòìè÷åñêèì (ïðîãðàììíûì) ãåíåðàòîðàì ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, à íå ôèçè÷åñêèì ãåíåðàòîðàì òàê

íàçûâàåìûõ «÷èñòî ñëó÷àéíûõ ÷èñåë». Êà÷åñòâî
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Òàáëèöà 3. Êâàíòèëè u
1 – á

ñòàòèñòèêè Äæèíè (4.5) (N = 10,000 — êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé; á = 0,05, 0,025, 0,01 — ðàçìåð êðèòåðèÿ;

n — îáúåì âûáîðêè { }X
i i

n

�1
)

n
Òî÷íûå çíà÷åíèÿ [108] Ìîäåëèðîâàíèå [19]

0,950 0,975 0,990 0,950 0,975 0,990

5 0,73834 0,77997 0,82501 0,73535 0,77820 0,82184

10 0,65855 0,68768 0,72070 0,65781 0,68610 0,72167

15 0,62704 0,65076 0,67792 0,62839 0,65037 0,67745

20 0,60902 0,62952 0,65308 0,60969 0,63042 0,65480



ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðîöåññîâ, ïîëåé

è äðóãèõ ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ çàâèñèò îò êà÷åñòâà

ãåíåðàòîðà ñòàíäàðòíûõ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

(ÃÑÏ×), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå

[0, 1]. Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà (ÏÑ×) íà âûõîäå ÃÑÏ×

äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåíû. Íàëè÷èå íóæíûõ ñâîéñòâ ó ïðî-

÷èõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàåìûõ ïîäõîäÿ-

ùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÏÑ×, äîêàçûâàåòñÿ â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî ÏÑ× íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíû.

Ìåòîä ÌÊ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê âû÷èñëè-

òåëüíóþ òåõíîëîãèþ, ðåàëèçóåìóþ íà ÝÂÌ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìåòîä ÌÊ îïåðèðóåò íå ñ ïîäëèííûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, à ñ èõ «íåïîëíîöåííûìè»

(ñîãëàñíî Ïëàòîíó) òåõíè÷åñêèìè (ìàòåðèàëüíûìè)

ðåàëèçàöèÿìè. Íàïðèìåð, ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íèìè

â ñèëó êîíå÷íîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè ðåàëèçóþòñÿ íà

ÝÂÌ íåïîëíîöåííî. Íå ëþáûå öåëûå ÷èñëà ïðåäñòà-

âèìû íà ÝÂÌ (â ðàìêàõ ëþáîãî êîíêðåòíîãî ÿçûêà

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ëþáîé êîíêðåòíîé àðõèòåêòóðû

ÝÂÌ). È íå ëþáûå äâà ïðåäñòàâèìûõ íà ÝÂÌ öåëûõ

÷èñëà ìîæíî íà íåé ñëîæèòü. «Âåùåñòâåííûå» ÷èñëà

â ÝÂÌ — ýòî ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ÷èñëî-

âîé îñè. Ñðåäè íèõ íåò èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äàí-

íîå îáñóæäåíèå ìîæíî ïðîäîëæàòü äî áåñêîíå÷íîñòè.

Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáîçðèìîå ìíîæåñòâî ñèòóà-

öèé, â êîòîðûõ ïðîñòûå ïðàâèëà àðèôìåòèêè è ïðî-

ñòûå òåîðåìû âûñøåé ìàòåìàòèêè íå ðàáîòàþò. Ïðè-

ìåðû èç àðèôìåòèêè ïðèâîäèòü íå áóäåì, èõ ñëèøêîì

ìíîãî. Ïðèìåð èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðèíàä-

ëåæàùèé àêàä. Í. Í. Ìîèñååâó: îòíîøåíèå [ y (x + h ) –

– y (x )]�h íå ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé y �(x ) ïðè h � 0

(íà ÝÂÌ âñåãäà ïîëó÷àåì ëèáî 0, ëèáî &).

Ïîäîáíûå íåñîâåðøåíñòâà òåõíîëîãèè ÌÊ íàäî

èìåòü â âèäó è óìåòü èõ ïðåîäîëåâàòü. Ñïîñîáû ïðå-

îäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé ñóùåñòâóþò, èõ ïîëåçíî îá-

ñóæäàòü, òàê êàê îò íèõ íàïðÿìóþ çàâèñèò òî÷íîñòü

âû÷èñëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü âñå àðèô-

ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû è ò.ä. âû-

ïîëíèìûìè ñ ëþáîé òðåáóåìîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷àå-

ìóþ ñ ïîìîùüþ ÃÑÏ×, ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé è

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1].

×òî êàñàåòñÿ íåçàâèñèìîñòè ÏÑ× íà âûõîäå

ÃÑÏ×, òî çäåñü ñèòóàöèÿ èíàÿ. Äëÿ ïðîâåðêè íåçà-

âèñèìîñòè ñóùåñòâóåò ìíîãî õîðîøèõ òåñòîâ. Åñëè

ïðèìåíèòü èäåàëüíûé òåñò (õîòÿ åãî íå ñóùåñòâóåò),

òî äëÿ ëþáîãî ÃÑÏ× îí îáíàðóæèò êàêóþ-ëèáî çàâè-

ñèìîñòü (ïîïàðíóþ èëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà) ãåíå-

ðèðóåìûõ ÷èñåë èëè äàæå îáíàðóæèò òó ôîðìóëó (ñêà-

æåì, ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì), ïî êîòîðîé îíè âû-

÷èñëÿþòñÿ (ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî äîêàçàòü íåçà-

âèñèìîñòü ÷èñåë, êîòîðûå çàâèñèìû). Íî ìû ìîæåì

óñòàíàâëèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè òåñòàìè òó ñòåïåíü

íåçàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ íàì íåîáõîäèìà (íåçàâè-

ñèìîñòü ïàð, òðîåê ÷èñåë è ò.ä.), è òåì ñàìûì äîâî-

äèòü ÃÑÏ× äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ñîâåðøåíñòâà, îáåñ-

ïå÷èâàþùåé ðàçóìíóþ ðåàëèçàöèþ ñâîéñòâà íåçà-

âèñèìîñòè.

Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì äàëåå, ìîæíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè èñïîëüçóåìûì ÃÑÏ×

òåñòîâ íà íåçàâèñèìîñòü ëþáîé ãëóáèíû îñòàíóòñÿ òà-

êèå «ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíûå» ïðåîáðàçîâàíèÿ ÏÑ×, îò-

íîñèòåëüíî êîòîðûõ òåîðåìû, îñíîâàííûå íà íåçàâè-

ñèìîñòè ÏÑ×, áóäóò ïðèâîäèòü ê ðåçóëüòàòàì, ðåçêî

îòëè÷àþùèìñÿ îò íàáëþäåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòå-

ðåñíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèìåðàìè òàêèõ ñâåðõ÷óâñòâè-

òåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè ãäå-ëè-

áî ñêîíñòðóèðîâàíû.

Áåçóñëîâíî, ýòî íå äîëæíû áûòü ïðèìåðû, îñíî-

âàííûå íà óñòðàíèìûõ íåäîñòàòêàõ ñóùåñòâóþùèõ

ÃÑÏ×, íàïðèìåð, íà óâåëè÷åíèè äëèíû ïåðèîäà.

Â èäåàëå õîòåëîñü áû ïîñòðîèòü òåîðèþ, ñîãëàñíî

êîòîðîé íåçàâèñèìîñòü ãåíåðèðóåìûõ ÷èñåë ñëåäîâà-

ëà áû èç íåêîòîðûõ íîâûõ ïðèíöèïîâ, îòëè÷íûõ îò

ýêñïëóàòèðóåìûõ ñåãîäíÿ. Âîçìîæíî, ýòà òåîðèÿ ìîã-

ëà áû ñîñòîÿòü èç ðàçäåëîâ, ïîñâÿùåííûõ îïðåäåëåí-

íûì òèïàì ÃÑÏ× (ìóëüòèïëèêàòèâíûì êîíãðóýíòíûì

äàò÷èêàì — ïåðâûé ðàçäåë, êâàäðàòè÷íûì êîíãðóýíò-

íûì — âòîðîé, ìåòîäó Ìàêëàðåíà – Ìàðñàëüè — òðå-

òèé è ò.ä.).

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ÃÑÏ× ÷ðåçâû÷àéíî îá-

øèðíû. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äèñêóññèÿ ïî ýòîìó ïî-

âîäó äîëæíà ñâåñòèñü ê âîïðîñó êà÷åñòâà ÃÑÏ× è ê

ñâîéñòâàì èõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàê, ìíîãèõ èññëåäîâà-

òåëåé â îáëàñòè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâåð-

øåííî íå óäîâëåòâîðÿåò ÃÑÏ× ÿçûêà GPSS. Ïðè-

õîäèòñÿ «ïðèêðó÷èâàòü» ê ýòîìó ÿçûêó êàêîé-ëèáî

âíåøíèé ãåíåðàòîð, ñêàæåì, ãåíåðàòîð «Âèõðü Ìåð-

ñåííà» c äëèíîé ïåðèîäà 219937, ðàçðàáîòàííûé â

1997 ã.

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñà î äàò÷èêàõ

äåòàëüíî ðàññìîòðåíî â [44]. Ñëåäóÿ ýòîìó èñòî÷íè-

êó, êðàòêî âîñïðîèçâåäåì íåêîòîðûå åãî îñíîâíûå

ïîëîæåíèÿ.

Â [90] îïèñàí äàò÷èê ÁÑÂ, âñòðîåííûé â ÿçûê

GPSS (â âåðñèÿõ äëÿ IBM 360�370). Òî÷íûé àëãîðèòì

è äàííûå òåñòèðîâàíèÿ ýòîãî äàò÷èêà òàì íå ïðè-

âîäÿòñÿ, êàê è â ôèðìåííîé äîêóìåíòàöèè [77, 87].

Íàøå äîâåðèå ê äàò÷èêó ìîæåò ïîääåðæèâàòüñÿ àâòî-

ðèòåòîì ôèðìû IBM, à òàêæå øèðîêèì àïðîáèðîâàíè-

åì ÿçûêà GPSS â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ è â ó÷åá-

íûõ êóðñàõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Âûñîêîå êà÷åñòâî äàò÷èêà

ïîäòâåðæäàåò ðàáîòà [17], ãäå íà GPSS ìîäåëèðóþòñÿ

ÑÌÎ è ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ òî÷íûìè àíàëèòè-

÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïðîñòðà-

íåíà íîâàÿ âåðñèÿ GPSS — ñèñòåìà GPSS World

[7, 57, 86, 87].

Îäíàêî â ñâÿçè ñ âîçðîñøèì áûñòðîäåéñòâèåì

êîìïüþòåðîâ ê äàò÷èêàì ÁÑÂ ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïîâû-

øåííûå òðåáîâàíèÿ. Ñïåöèàëüíûå èñïûòàíèÿ äàò÷è-

êîâ ÿçûêà GPSS, ïðîâåäåííûå íà âûáîðêàõ äëèíû

N = 2 · 109, ïîêàçûâàþò, ÷òî «çàïàñ ñëó÷àéíîñòè»
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ó ýòèõ äàò÷èêîâ èñ÷åðïûâàåòñÿ óæå ïðè N = 108.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âîçíèêàþò ÿâíûå êîððåëÿöèè

ìåæäó ãåíåðèðóåìûìè ÷èñëàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåäî-

ïóñòèìûì ñìåùåíèÿì ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ

[40]. Äàò÷èêè æå ÁÑÂ, ðàçðàáîòàííûå â ÖÅÐÍå íà

îñíîâå «âèõðÿ Ìåðñåííà», ïðåäëîæåííîãî â 1998 ã.

Ìàöóìîòî è Íèñèìóðîé [124], óñïåøíî ïðîøëè [44]

ñïåöèàëüíûå èñïûòàíèÿ íà áîëüøîé äëèíå âûáîðêè.

Ñîãëàñíî èíôîðìàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â äîñòóï-

íîé ïîëüçîâàòåëþ ëèòåðàòóðå, ïàðàìåòðû äàò÷èêîâ

ñèëüíî çàâèñÿò îò äëèíû ìàøèííîãî ñëîâà. Äåëî â

òîì, ÷òî â àëãîðèòìàõ âû÷èñëåíèÿ ÁÑÂ èñïîëüçóþòñÿ

áîëüøèå öåëûå ÷èñëà. À ïîñêîëüêó íåïîñðåäñòâåííîå

ïðîãðàììèðîâàíèå îïåðàöèé íàä íèìè ìîæåò ïðè-

âåñòè ê ïåðåïîëíåíèþ ðàçðÿäíîé ñåòêè ÝÂÌ, òî ðÿä

îïåðàöèé ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà ïðîìåæóòî÷íûå

øàãè, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ òîíêîñòè ìàøèííîé

àðèôìåòèêè. Â ðåçóëüòàòå òåêñò ïðîãðàììû îêàçûâà-

åòñÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèìûì îò ìîäåëè ÝÂÌ è îò èñ-

ïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èëè æå ïðî-

ãðàììà ñîäåðæèò îïåðàöèè íàñòðîéêè íà äëèíó ñëîâà

è íà îñîáåííîñòè îáðàáîòêè ïåðåïîëíåíèé â ÝÂÌ %

(ñì., íàïðèìåð, [44]).

Ðàáîòà íà ãðàíèöå äèàïàçîíà ïðåäñòàâèìûõ öåëûõ

÷èñåë — ýòî ñïåöèôè÷åñêàÿ òðóäíîñòü ïðè ïðîãðàì-

ìèðîâàíèè äàò÷èêîâ ÁÑÂ. Âìåñòå ñ òåì âûÿñíèëîñü,

÷òî äëÿ êîððåêòíîé ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ êëàññîâ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð ñî ñòåïåííûìè ðàñïðå-

äåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé, îáû÷íîé äëèíû ìàøèííîãî

ñëîâà îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî [48]. Äèñêðåòèçàöèÿ

ÁÑÂ ïðè òàêîé äëèíå ñëîâà (êàçàëîñü áû, ïðåíåáðåæè-

ìî ìàëàÿ) ïðèâîäèò ê íåäîïóñòèìûì ïîãðåøíîñòÿì

ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, äèñïåðñèé è

äðóãèõ ìîìåíòîâ ÁÑÂ.

Ïîñêîëüêó ñòåïåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàõî-

äÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñîâðåìåííûõ

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ [41, 49], ïðèõîäèòñÿ ðàçðà-

áàòûâàòü äàò÷èêè ÁÑÂ ñ ïðîèçâîëüíîé äëèíîé ñëîâà,

çàäàâàåìîé ïîëüçîâàòåëåì (íàïðèìåð, 100, 200 è áîëåå

äåñÿòè÷íûõ öèôð). Â èíòåðíåòå ìîæíî íàéòè è ïîäõî-

äÿùèå ìíîãîðàçðÿäíûå àëãîðèòìû «âèõðÿ Ìåðñåííà».

Àíàëîãè÷íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ïðî-

áëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé,

âîçíèêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ðàäèîòåõíèêè è

ýëåêòðîíèêè [99, 102, 128, 133].

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì â ïðèëîæåíèÿõ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûì äàò÷èêàì ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë è èõ

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïîñâÿùåíî Ïðèëîæåíèå «Ã»

â êíèãå Ïðèãàðèíà [73]. Òàì æå ïðèâåäåí áèáëèîãðà-

ôè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû, â êîòîðîé äàþòñÿ áîëåå

ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î äàò÷èêàõ ÁÑÂ. ×àñòü ýòîé áèá-

ëèîãðàôèè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ïåðèîä ïîçäíåå 1991 ã.,

ïðåäñòàâëåíà â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê äàííîé ñòàòüå.

Èç ñêàçàííîãî âûøå î ìåòîäàõ ÌÊ ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî äàííîå íàïðàâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-

ìàòèêè ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíî è îáëàäàåò îãðîìíûì

íàó÷íûì ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé âî âñå áîëüøåé ñòåïå-

íè áóäåò ïðîÿâëÿòü ñåáÿ â áëèæàéøåé è äàëüíåéøåé

ïåðñïåêòèâå. Îãðîìíûé îòðÿä èññëåäîâàòåëåé âíîñèò

íåîöåíèìûé âêëàä â ðàçâèòèå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðè-

êëàäíûõ îáëàñòåé, îïèðàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî íà øèðî-

êèå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé ñòàòèñòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì, êàê è â ëþáîé äðóãîé îáëàñòè çíà-

íèÿ, çäåñü òàêæå åñòü òðóäíîðàçðåøèìûå ïðîáëåìû.

×àñòü èç íèõ, äàëåêî íå ïîëíàÿ, îáîçíà÷åíà â äàííîé

ðàáîòå. Ê áîëåå ïîäðîáíîìó è ìàêñèìàëüíî äîáðî-

æåëàòåëüíîìó îáñóæäåíèþ íàêîïèâøèõñÿ â ýòîì

âîïðîñå ïðîáëåì ìû ïðèãëàøàåì íàøèõ ÷èòàòåëåé.

Íàäååìñÿ, ÷òî ïðåäñòîÿùèé ðàçãîâîð îêàæåòñÿ ïî-

ëåçíûì êàê çàèíòåðåñîâàííûì ìàòåìàòèêàì, òàê è

îáû÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì ñòàíäàðòíûõ òåõíîëîãèé

ìåòîäîâ ÌÊ.
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