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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 10 àâãóñòà 2016 ã.

Ïîâðåæäåííîé çîíîé (çîíîé íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ) îêîëî âåðøèíû òðåùèíû ñ÷èòàåòñÿ

îáëàñòü, â êîòîðîé íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) íå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñîá-

ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è î òðåùèíå (ðåøåíèÿ Âèëüÿìñà). Äëÿ îïèñàíèÿ

ÍÄÑ âíå ïîâðåæäåííîé çîíû èñïîëüçóåòñÿ óêàçàííîå ðàçëîæåíèå Âèëüÿìñà, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ

ó÷åñòü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ

ÍÄÑ â çîíå òðåùèíû ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îïòèêî-öèôðîâûå ìåòîäû, îáåñïå÷èâàþùèå âîç-

ìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ çíà÷èòåëüíûõ îáúåìîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå ïîëåé ïåðå-

ìåùåíèé ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáúåêòà íåïîñðåäñòâåííî â öèôðîâîì âèäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåùèíà; ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ; ìåòîäû îöåíêè ñèíãóëÿðíûõ è íåñèíãóëÿð-

íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé; ïîãðåøíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ; çîíà ïëàñòè÷íîñòè.

Ïëàñòè÷åñêèå çîíû, âîçíèêàþùèå â îáëàñòè âåðøèíû

òðåùèíû, îòðàæàþò îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèà-

ëà â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè. Èíôîðìàöèÿ î ðàçìåðàõ

ýòèõ çîí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äèàãíîñòèêè

ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ

[1 – 5].

Îñíîâû ðàñ÷åòíîãî àíàëèçà íåëèíåéíîãî ïîâåäå-

íèÿ ìàòåðèàëà â çîíå âåðøèíû òðåùèíû ê íàñòîÿùå-

ìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíû. Ðàñ÷åò-

íî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà èçëî-

æåíû â ìîíîãðàôèÿõ [5, 6]. Ìåòîäû àíàëèçà óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîãî ÍÄÑ â çîíàõ òðåùèí ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÌÊÝ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [3, 4, 7 – 11 è äð.].

Íå ìåíåå âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ñîâðåìåííûõ

ïîäõîäîâ ê îöåíêå ïðî÷íîñòè, òðåùèíîñòîéêîñòè è

ðåñóðñà êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé

àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà â îáëàñòè òðåùèíîïî-

äîáíûõ äåôåêòîâ (çîíàõ ïëàñòè÷íîñòè, ïðåäðàçðóøå-

íèÿ è íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèÿ). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è ðàçðàáîòàíû è óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ñàìûå

ðàçëè÷íûå ìåòîäû: îïòè÷åñêàÿ [12] è ðåíòãåíîâñêàÿ

[10] ôðàêòîäèàãíîñòèêà, ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðèÿ [13]

è ýëåêòðîìàãíèòîàêóñòèêà [12, 14].

Äëÿ àíàëèçà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â çî-

íàõ òðåùèí â íàòóðíûõ êîíñòðóêöèÿõ íàèáîëåå ïåð-

ñïåêòèâíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îïòèêî-öèôðîâûå ìå-

òîäû — êîððåëÿöèè öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé (ÊÖÈ)

[15 – 17] è ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ñïåêë-èíòåðôåðî-

ìåòðèè (ÝÖÑÈ) [18, 19] Ýòè ìåòîäû, íàøåäøèå àêòèâ-

íîå ïðèìåíåíèå êàê â ëàáîðàòîðíûõ, òàê è â íàòóðíûõ

èññëåäîâàíèÿõ, îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ

çíà÷èòåëüíûõ (ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííûõ) îáú-

åìîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå ïîëåé

ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáúåêòà íå-

ïîñðåäñòâåííî â öèôðîâîì âèäå. Êðîìå òîãî, ïðåèìó-

ùåñòâàìè óêàçàííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ èõ âûñîêàÿ

÷óâñòâèòåëüíîñòü è áåñêîíòàêòíîñòü.

Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ — ðàçðàáîòêà ìåòîäè-

÷åñêîãî ïîäõîäà è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû äëÿ

îöåíêè ðàçìåðîâ îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

(è äðóãèõ âèäîâ ïîâðåæäåíèé) â çîíå òðåùèíîïîäîá-

íûõ äåôåêòîâ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè

ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåãèñòðàöèè ïîëåé

ïåðåìåùåíèé. Çäåñü ïîä «çîíîé ïîâðåæäåíèÿ» ïîíè-

ìàåòñÿ îáëàñòü, ãäå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-

ñòîÿíèå (ÍÄÑ) îòëè÷íî îò óïðóãîãî.

Â îñíîâå ìåòîäèêè ëåæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

ÍÄÑ â ëîêàëüíîé çîíå âåðøèíû òðåùèíû íå ìîæåò

áûòü îïèñàíî ñîîòíîøåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óï-

ðóãîìó ÍÄÑ â îáëàñòè òðåùèíû [1 – 4]. Íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîé

ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîñëåäóþùåé

ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè çíà÷èòåëüíûõ ìàññèâîâ

ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå ïîëåé òàíãåí-

öèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé çîíå.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäè-

êè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
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æåíèé (KI, KII) ïðè êîìáèíèðîâàííîì íàãðóæåíèè íà

îñíîâå îáðàáîòêè èíòåðôåðåíöèîííûõ êàðòèí — ïî-

ëåé ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ômax [20].

Ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîýôôèöè-

åíòîâ ôóíêöèé Âèëüÿìñà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

îïèñàíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé â çîíå òðåùèíû, èç óñëî-

âèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ

(ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ) ômax âî

ìíîæåñòâå ðàñïîëîæåííûõ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû òî÷åê (ðèñ. 1, à). Â îòëè÷èå îò ïîäõîäà, ðàñ-

ñìîòðåííîãî â ðàáîòå [20], ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà

áàçèðóåòñÿ íà îáðàáîòêå ïîëåé òàíãåíöèàëüíûõ

ïåðåìåùåíèé u è v (ñì. ðèñ. 1, à), àñèìïòîòèêà êîòî-

ðûõ (â îòëè÷èå îò äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé) íå ÿâëÿ-

åòñÿ ñèíãóëÿðíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííîå îáñòîÿ-

òåëüñòâî áóäåò îêàçûâàòü çíà÷èòåëüíîå íåãàòèâíîå

âëèÿíèå íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåò-

ðîâ. Âìåñòå ñ òåì îòìåòèì, ÷òî îáà ïîäõîäà ôàêòè÷å-

ñêè ñâîäÿòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîä-

íîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ÍÄÑ â çîíå

òðåùèíû àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óï-

ðóãîñòè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

(ôóíêöèÿì Âèëüÿìñà).

Ïîñêîëüêó ãåîìåòðèÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû ðåàëüíîé òðåùèíû (êàê â íàòóðíîì îáúåêòå, òàê

è â îáðàçöå) â ïðèíöèïå íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

â êà÷åñòâå «ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçðåçà», çîíà ïîðÿäêà

r + (3 – 4)h (h — øèðèíà òðåùèíû â îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû) èñêëþ÷àåòñÿ èç îáëàñòè ëîêàëèçàöèè èñõîäíûõ

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (ðèñ. 1, á ). Äðóãîé ïðè÷è-

íîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé îòìå÷åííàÿ çîíà r äîëæ-

íà áûòü èñêëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

â ìåñòå âûõîäà òðåùèíû íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü

â îêðåñòíîñòè òî÷êè O (ñì. ðèñ. 1) èìååò ìåñòî òðåõ-

ìåðíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, è àñèìïòîòèêà ÍÄÑ

îïðåäåëÿåòñÿ îòëè÷íûìè îò ñîîòíîøåíèé Âèëüÿìñà

óðàâíåíèÿìè [21].

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé ïðîöåäóðû îöåíêè ðàçìå-

ðîâ çîíû ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà íà îñíîâå îáðà-

áîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ ïîëåé ïåðåìå-

ùåíèé â «íåïîâðåæäåííûõ» çîíàõ è â îêðåñòíîñòè

âåðøèíû òðåùèíû ëåæèò ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà ÍÄÑ â çîíå âåðøèíû

òðåùèíû, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ ôóíêöèè Âèëüÿìñà, áëèçêî ê óïðóãîìó, âûáîð

çîíû ëîêàëèçàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíî çàðåãèñòðèðî-

âàííûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé ñmin + ñ + ñmax, ïðèìåíÿå-

ìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, íå áóäåò îêàçûâàòü çàìåòíî-

ãî âëèÿíèÿ íà ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ïðè âîçíèêíîâåíèè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû ñóùåñòâåííûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,

ïîâðåæäåííîãî ìåòàëëà è ò.ï. ïðîöåäóðà ñòàíîâèòñÿ

íåóñòîé÷èâîé. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-

ðîé âåëè÷èíû ñ > ñ* è ïðè äàëüíåéøåì åå óâåëè÷å-

íèè, çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íå áóäóò èçìåíÿòü-

ñÿ. Òîãäà âåëè÷èíó ñ = ñ* ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷è-

òàòü ðàäèóñîì çîíû, ãäå èìåþò ìåñòî ñóùåñòâåííûå

ïîãðåøíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è, ÷òî îáóñëîâëåíî

íàëè÷èåì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé èëè äðóãèõ òè-

ïîâ ïîâðåæäåíèé ìàòåðèàëà.

Ìåòîäèêà è ïðîãðàììà îïðåäåëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Âèëüÿìñà

íà îñíîâå îáðàáîòêè ïîëåé

òàíãåíöèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

Ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u, v â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèí I è II òèïîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

èçâåñòíîãî ðàçëîæåíèÿ Âèëüÿìñà:
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Ðèñ. 1. Îêðåñòíîñòü âåðøèíû òðåùèíû (à) è îáëàñòü ëîêàëèçàöèè òî÷åê, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé â çîíå òðåùèíû (á )



u r
r

G
b

n n n nn

n
nII

( , ) ( ) sin cos
( )

* ,

*

� � � � �

�

�
�

�

�
�

�

�
2

2 2
1

2 2

4 *

2
1

-

.

/

0

1

2�

�

3

n

,

v r
r

G
b

n n n nn

n
nII

( , ) ( ) cos cos
( )

* ,

* *

� � � �

�

�
�

�

�
�

�

�
2

2 2
1

2 2

4

2
1

-

.

/

0

1

2�

�

3

n

, (1)

ãäå r, è — ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ âåðøèíîé òðåùèíû (ñì. ðèñ. 1); ê — ïàðàìåòð òèïà íàïðÿæåííîãî
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ê = 3 – 4í); G è í — ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà. Îòìåòèì, ÷òî a1 � K
I

2( , b1 =

� K
II

2( , a2 = T�4, T — íåñèíãóëÿðíûå T-íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â ïëîñêîñòè xOy [22].

Äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ an, bn èç ñîîòíîøåíèé (1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïîäõîä. Íà îñíîâå ýêñ-

ïåðèìåíòîâ (èëè ðàñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è) îïðåäåëÿþòñÿ òàíãåíöèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ (ïåðå-

ìåùåíèÿ, âîçíèêàþùèå íà ïîâåðõíîñòè òåëà) â M òî÷êàõ:

u u u u um M* { , ,... , ,... , } ,
* * * *

�
1 2

ò v v v v vm M* { *, ,... , ,... , } .
* * *

�
1 2

ò

Ïîëîæåíèå òî÷åê èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè rm = rm
*

, èm = *m
*

, ò.å.

u* = u*(r*, è*), v* = v*(r*, è*).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óêàçàííûì âåëè÷èíàì ïåðåìåùåíèé â ñîîòâåòñòâèå ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ïåðåìåùåíèÿ,

ðàññ÷èòàííûå äëÿ ýòèõ æå òî÷åê íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (1):

u = u (r*, è*), v = v (r*, è*).

Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (1) â áîëåå óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê âèäå:

u r f r aI
n
u

n

n

N

( , ) ( , ) ,* *�

�

3

1

v r f r aI
n
v

n

n

N

( , ) ( , ) ,* *�

�

3

1

u r g r bII
n
u

n

n

N

( , ) ( , ) ,* *�

�

3

1

v r g r bII
n
v

n

n

N

( , ) ( , ) .* *�

�

3

1

(2)

Âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ an, bn ñëåäóåò îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé

um, vm (m = 1, ..., M ) â îáëàñòè ñmin + ñ + ñmax, –è1 + è2, îïèñûâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (1), ìàññèâó ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîëó÷åííûõ ïåðåìåùåíèé um
*

, vm
*

. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà íà îñíîâå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè îá-

ùåé íåâÿçêè Ä ìåæäó ïåðåìåùåíèÿìè ui
*

, ui è vi
*

, vi. Â êà÷åñòâå ìåðû ðàñõîæäåíèÿ ïåðåìåùåíèé ìîæåò áûòü ïðè-

íÿòî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
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(3)

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî

óðàâíåíèÿ

{U*} = [F]{A}, (4)

ãäå U* — âåêòîð èñòèííûõ âåëè÷èí ïåðåìåùåíèé u* è v*; A — âåêòîð N íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ an, bn â ðàç-

ëîæåíèè Âèëüÿìñà; F — ìàòðèöà çíà÷åíèé ôóíêöèé (2) â òî÷êàõ ri
*

, * i
*

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòàõ ðàç-

ëîæåíèÿ (èìååò ðàçìåðíîñòü 2M × 2N ):

U* ,
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*

�

-

.

5

5

5
5

/

5

5

5

5

0

1

5

5

5
5

2

5

5

5

5

u

u

v

v

M

M

1

1

�

�

F �

f r f r g r g ru
N
u u

N
u

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( ,

* * * * * * *
* * * *� �

*

* * * * * *

)

( , ) ( , ) ( , ) (

� � � � � �

� �f r f r g r gu
M M N

u
M M

u
M M N

u
1 1

* * * r

f r f r g r g

M M

v
N
v v

N
v

* *

* * * * * *

, )

( , ) ( , ) ( , ) (

*

* * *
1 1 1 1 1 1 1 1

� � r

f r f r g rv
M M N

v
M M

v
M M

1 1

1 1

* *

* * * * * *

, )

( , ) ( , ) ( ,

*

* * *

� � � � � �

� ) ( , )

,

* *
� g r

N
v

M M*

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A �

-

.

5

5

5

/

5

5

5

0

1

5

5

5

2

5

5

5

a

a

b

b

N

N

1

1

�

�

.

�������	�
���
�������
�����������	��������������� ��� ��������� ��  ;



Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1) íå âêëþ÷àþò ëèíåéíûå è óãëîâîå ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè xOy òåëà ñ

òðåùèíîé êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïîýòîìó äîïîëíèì ìàòðèöó F è âåêòîð A êîìïîíåíòàìè:

F �

�{ } [ ( *, )] { } [ ( *, )] { sin }
* * * *

1 1 1f r g r rn
u

m m n
u

m m m m* * � *

{ } [ ( , )] { } [ ( , )] { cos }
* * * * * *

1 1f r g r rn
v

m m n
v

m m m m* * � *

�

�

�

�

�

�
, A �

-

.

5

5
5

/

5

5

5

0

1

5

5
5

2

5

5

5

a

a

b

b

n

n

0

0

{ }

{ }

,

�

(5)

ãäå a0, b0 — ïåðåìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî âäîëü îñåé

x, y; á — ìàëûé óãîë ïîâîðîòà òåëà êàê æåñòêîãî

öåëîãî.

Ðàçáåðåì ïðîöåäóðó âûáîðà îïòèìàëüíîãî êîëè-

÷åñòâà ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ N ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ òåêó-

ùåãî (âûáðàííîãî) êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ N ðåøàåòñÿ

óðàâíåíèå (4), â êîòîðîì A è F èñïîëüçóþòñÿ â ôîðìå

(5). Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êî-

ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

6 7A
N

n na a b b�
0 0
{ } { }� ( j = 1, ..., N ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìàòðèöà F = FN èìååò ðàçìåð-

íîñòü 2M × (2N + 3). Äàëåå ïî ñîîòíîøåíèÿì (1) âû-

÷èñëÿåòñÿ âåêòîð âåëè÷èí ïåðåìåùåíèé UN è ïî ôîð-

ìóëå (4) ðàññ÷èòûâàåòñÿ íåâÿçêà ÄN, ñîîòâåòñòâóþùèå

òåêóùåìó êîëè÷åñòâó ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ N. Îïèñàí-

íàÿ ðàñ÷åòíàÿ ïðîöåäóðà ïðîèçâîäèòñÿ ìíîãîêðàòíî

ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè N, íà÷èíàÿ ñ N = 1

(ïðè óâåëè÷åíèè N íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ

ìàòðèöû F óâåëè÷èâàåòñÿ íà äâà, êàê è êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòîâ âåêòîðà A). Äëÿ êàæäîãî N îïðåäåëÿåòñÿ

íåâÿçêà ÄN. Óñëîâèåì ïðåêðàùåíèÿ ïðîöåäóðû è

âûáîðà îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû N ìîæåò áûòü âû-

ïîëíåíèå îäíîãî èëè äâóõ ñðàçó ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ÄN
+ åÄ; 2) |ÄN – 1|�ÄN

+ å%, ãäå ïàðàìåòðû åÄ, å%

âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç òî÷íîñòè ðàñ÷åòà îïðåäåëåíèÿ

íåêîòîðûõ íàçíà÷àåìûõ ïàðàìåòðîâ èëè íà îñíîâå äî-

ïóñòèìûõ îòêëîíåíèé ìåæäó ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé

um, vm è um
*

, vm
*

.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ Âèëüÿìñà è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ïåðå-

ìåùåíèé â çîíå òðåùèíû ðåàëèçîâàíà â ñðåäå MatLab

â âèäå ïðîãðàììû ñ ãðàôè÷åñêèì èíòåðôåéñîì

(ðèñ. 2).

Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü

ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

1. Çàãðóæàòü ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ (èëè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà) — âåëè÷èíû u*, v*, à òàêæå ðàçëè÷íûå

êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; âèçóàëèçèðîâàòü

ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóÿ èíòåðïî-

ëèðîâàíèå äàííûõ.

2. Ôîðìèðîâàòü êîîðäèíàòû r*, è* ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáëàñòè òî÷åê èçìåðåíèÿ (äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî îïðåäåëåíèÿ â íèõ âåëè÷èí ïåðåìåùåíèé, ñ

èñïîëüçîâàíèåì ANSYS).

3. Îñóùåñòâëÿòü âûáîðêó ìàññèâîâ r*, è* è u*,

v*, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïðåäåëåíèè

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Âèëüÿìñà, èç èìåþùèõ-

ñÿ ìàññèâîâ òî÷åê èçìåðåíèé (ýòà ôóíêöèÿ îáåñïå-

÷èâàåò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü âëèÿíèå ëîêàëèçàöèè

òî÷åê èçìåðåíèÿ íà òî÷íîñòü è ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

ðåøåíèÿ).

4. Ïðîâîäèòü îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ an, bn è a0, b0, á â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì

êðèòåðèåì çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ.

5. Âèçóàëèçèðîâàòü ðàñ÷åòíûå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

íà îñíîâå íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ (ãðàôè÷åñêîå

ñîïîñòàâëåíèå äàííûõ ïîëåé ñ èñõîäíûìè ïîçâîëÿåò

ñóäèòü î êîððåêòíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ êàê â öå-

ëîì, òàê è â ÷àñòíîñòè — â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ

îêîëî âåðøèíû òðåùèíû.

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ

è ðàçìåðîâ çîíû ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ïðè âîçíèêíîâåíèè â îêðåñò-

íîñòè âåðøèíû òðåùèíû ÍÄÑ, êîòîðîå âñëåäñòâèå

ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ïîâðåæäåííîãî

ìåòàëëà è ïðî÷èõ ïðèçíàêîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ

îò óïðóãîãî, ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ áóäåò íåóñòîé÷èâîé. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî, èñêëþ÷èâ «ïîâðåæäåííóþ

çîíó» èç îáëàñòè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòà ïàðà-

ìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü óñòîé-

÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå ïîçâîëèò îöåíèòü ðàç-
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Ðèñ. 2. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-

ëîæåíèÿ Âèëüÿìñà âèçóàëèçàöèè ÍÄÑ â çîíå òðåùèíû



ìåð ïîâðåæäåííîé çîíû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíî-

ñòåé òàêîãî ïîäõîäà áûëà ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à

î ÍÄÑ ïëàñòèíû (b = 20l ) ñ öåíòðàëüíîé ñêâîçíîé

òðåùèíîé äëèíîé 2l, íàãðóæåííîé ðàñòÿãèâàþùèìè

íàãðóçêàìè (ðèñ. 3). Çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñ-

êîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâîäèëàñü îöåíêà âëèÿíèÿ

çîíû ëîêàëèçàöèè èñõîäíûõ äàííûõ íà òî÷íîñòü îïðå-

äåëåíèÿ KI è T-íàïðÿæåíèé ïðè îòñóòñòâèè ïëàñòè÷å-

ñêèõ äåôîðìàöèé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ

ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

èñêëþ÷åíèå èç îáëàñòè ëîêàëèçàöèè èñõîäíûõ äàííûõ

çîí áîëüøèõ ðàçìåðîâ (ñmax = 0,3 è áîëåå) ïðàêòè÷å-

ñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû îöåíêè èñêîìûõ ïàðàìåò-

ðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ àíàëèòè÷å-

ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðàçëîæå-

íèÿ Âèëüÿìñà (N > 15). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

(1) ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ îáëàñòåé çíà÷èòåëüíûõ ðàçìåðîâ (r > l ).

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè èñ-

õîäíûõ äàííûõ áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ýòîé æå çà-

äà÷è, â êîòîðûõ ìîäåëèðîâàëàñü ïîãðåøíîñòü ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷å-

òîâ ÍÄÑ â íàéäåííûå «òî÷íûå» çíà÷åíèÿ ïåðåìåùå-

íèé u, v ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âíîñè-

ëàñü ïîãðåøíîñòü (ñ çàäàííûì äèàïàçîíîì ðàçáðîñà

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè äu, äv ). Ðàñ÷åòû ïîêàçà-

ëè, ÷òî äàæå ïðè äèàïàçîíå ðàçáðîñà îòíîñèòåëüíûõ

ïîãðåøíîñòåé äumax, ävmax + 15 % îíè íå îêàçûâàþò

ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ (îò-

íîñèòåëüíàÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿ KI ïî êðàéíåé ìåðå

â äâà ðàçà ìåíüøå äumax, ävmax).

Â êà÷åñòâå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è ðàñ÷åòà

ÍÄÑ â çîíå òðåùèíû ðàññìàòðèâàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à

(ñì. ðèñ. 3, à) äëÿ ïëàñòèíû èç ìàòåðèàëà Ä16Ò, äèà-

ãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 3, á. Ðàñ÷åò ÍÄÑ âûïîëíÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÏÊ ANSYS. Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùå-

íèé è ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé (ïî Ìèçåñó), âîçíè-

êàþùèõ ïðè ó = 2�5óò = 150 ÌÏà, ñîîòâåòñòâóþùèõ

óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ÍÄÑ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.

Îòìåòèì, ÷òî íà èçîáðàæåíèè ïîëÿ ýêâèâàëåíòíîãî

íàïðÿæåíèÿ ñåðûì öâåòîì óêàçàíà îáëàñòü ïëàñòè÷íî-

ñòè, ðàçìåðû êîòîðîé íå ïðåâûøàþò 0,15 – 0,2l.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðó-

øåíèÿ KI è T-íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ðàç-

ðàáîòàííîé ïðîãðàììû ïî ïîëÿì ïåðåìåùåíèé u è v

ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè

èñõîäíûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. (Îòìåòèì,

÷òî èç ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è ïðè ïðèíÿòûõ âåëè÷è-

íàõ íàãðóçîê ñëåäóåò, ÷òî óñëîâíûå «óïðóãèå» çíà÷å-

íèÿ KI = 42,6 ÌÏà · ì1�2, T = –77,9 ÌÏà.) Ïðè ðàñ÷å-

òàõ òî÷êè «èçìåðåíèé» ðàñïîëàãàëèñü ðàâíîìåðíî â

êðóãîâîì ñåêòîðå ñmin + ñ + ñmax, 0 + è + ð.

Êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ

Âèëüÿìñà N ïðèíÿòî ðàâíûì 15, òàê êàê â ðÿäå ñëó÷à-

åâ â êà÷åñòâå çîíû ëîêàëèçàöèè òî÷åê «èçìåðåíèé»

èñïîëüçîâàëàñü ñóùåñòâåííî óäàëåííàÿ îò âåðøèíû

òðåùèíû çîíà, ãäå âëèÿíèå ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé ïîëÿ íàïðÿæåíèé ïðîÿâëÿåòñÿ â ìåíüøåé ñòåïå-

íè, ÷åì âëèÿíèå åãî ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Áûëè òàêæå ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû,

â êîòîðûõ ìîäåëèðîâàëàñü ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ. Ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü áëèçêè îöåí-
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Ðèñ. 3. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé (à) è äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû (á )

Âåëè÷èíû K
I
è T-íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëèçàöèè çîí

èñõîäíûõ äàííûõ è êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ N

ñ
min

ñ
max N K l

I
' ( T�ó

0,1 0,6 2 0,992 –0,58

3 0,997 –0,97

5 1,014 –1,04

10 1,014 –1,04

15 1,014 –1,04

0,2 0,6 2 1,014 –0,59

3 0,978 –0,96

5 1,014 –1,04

10 1,014 –1,04

15 1,014 –1,04

0,3 0,6 2 1,014 –0,60

3 0,961 –0,96

5 1,015 –1,04

10 1,014 –1,04

15 1,014 –1,04



êàì âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé, ïîëó÷åííûì äëÿ óïðóãîé

çàäà÷è (ïðè äumax, ävmax + 15 % îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà

îïðåäåëåíèÿ KI ïî êðàéíåé ìåðå â äâà ðàçà ìåíüøå

äumax, ävmax, à ïðè îïðåäåëåíèè T-íàïðÿæåíèé íåñêîëü-

êî âûøå, íî òàêæå ìåíåå ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ

äàííûõ).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ KI è T-íàïðÿæåíèé

(ñì. ðèñ. 5) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ïî-

ñòîÿííîé âåëè÷èíå «âåðõíåé» ãðàíèöû îáëàñòè èñõîä-

íûõ äàííûõ (ñmax = const) ïðîâîäèëàñü ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Âèëüÿìñà ïðè ïîñëåäîâà-

òåëüíîì óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ñmin íà îñíîâå îáðàáîò-

êè èñõîäíûõ äàííûõ, ëîêàëèçîâàííûõ â îáëàñòè ñmin +

+ ñ + ñmax. Äëÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ðàñ÷åòà âåëè-

÷èíà ñmax óâåëè÷èâàëàñü äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãà-

ëèñü óñòîé÷èâûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ (KI è

T-íàïðÿæåíèé). Ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ñîñòîÿíèþ

âåëè÷èíó áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà îáîçíà÷èì �
max

*
.

Òî÷êó ñ = ñ* êðèâîé KI = KI(ñmin), ïîñëå êîòîðîé çíà÷å-

íèå KI ñòàíîâèòñÿ ñòàáèëüíûì (dKI�dñmin � 0), ìîæíî

ñ÷èòàòü ãðàíèöåé çîíû, ãäå èìååò ìåñòî íåóïðóãîå ïî-

âåäåíèå ìàòåðèàëà (ñì. ðèñ. 5, à). Î÷åâèäíî, ÷òî íàé-

äåííîå ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå çîíû ëîêàëèçà-

öèè èñõîäíûõ äàííûõ îáëàñòè ñ* + ñ + �
max

*
àíàëèòè-

÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â âèäå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Âèëüÿìñà ïîçâîëÿåò êîððåêòíî

îïèñàòü ÍÄÑ â ýòîé îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ñ âû-

ñîêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ — KI è T-íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâîâàëè áû ñîñòîÿíèþ èññëåäóåìîãî îáúåêòà

ñ òðåùèíîé ïðè îòñóòñòâèè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è äðóãèõ òèïîâ

ïîâðåæäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñ < ñ* ìîæíî ñ÷èòàòü

çîíîé íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (çîíîé ïîâðåæäåí-

íîãî ìàòåðèàëà). Ýòî âåñüìà óñëîâíîå ïîíÿòèå, ñóòü

êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ýòîé çîíå ÍÄÑ

íå ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è

î òðåùèíå. Âìåñòå c òåì òàêîé ïîäõîä ìîæåò äàòü

âåñüìà ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ

òðåùèíû íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè

î ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñîâðåìåí-

íûìè îïòèêî-êîððåëÿöèîííûìè ìåòîäàìè.
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