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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 2 îêòÿáðÿ 2015 ã.

Ðåøåíà ïëîñêàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ àëìàçíûõ êðóãîâ ñ âíóòðåííåé ðåæóùåé êðîìêîé

(ÀÊÂÐ), íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ íåðàâíîìåðíîãî íàòÿæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé ìîäåëè âçÿòà

êðóãëàÿ èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíêà, íàãðóæåííàÿ ïî êîíòóðó ðàñïðåäåëåííîé ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêî-

íó ñèëîé q (è) = q + q0 cos(2è). Ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàéäå-

íû íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíû. Èñõîäÿ èç íîðì ñòàíäàðòà íà äîïóñê ôîðìû îòðåçíûõ

êðóãîâ îïðåäåëåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äîïóñòèìîé âåëè÷èíû íåðàâíîìåðíîñòè íàòÿ-

æåíèÿ q0�q. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äàæå ïðè äâóõïðîöåíòíîé íåðàâíîìåðíîñòè íàòÿæåíèÿ íåêðóãëîñòü

ôîðìû îòðåçíîãî êðóãà ìîæåò ïðåâûñèòü çàäàííóþ ñòàíäàðòîì âåëè÷èíó. Ýòî âûçûâàåò íåîáõî-

äèìîñòü èçìåðåíèÿ è êîíòðîëÿ íåðàâíîìåðíîñòè íàòÿæåíèÿ îòðåçíûõ êðóãîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòðåçíûå êðóãè; ÀÊÂÐ; ðåçêà ìîíîêðèñòàëëîâ; íåðàâíîìåðíîñòü íàòÿæåíèÿ;

êîëüöåâàÿ ïëàñòèíà; çàäà÷à Ëàìå.

Àëìàçíûå îòðåçíûå êðóãè ñ âíóòðåííåé ðåæóùåé

êðîìêîé (ÀÊÂÐ) — äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûé èí-

ñòðóìåíò äëÿ ðåçêè ìîíîêðèñòàëëîâ ïîëóïðîâîäíèêî-

âûõ ìàòåðèàëîâ ïðè èçãîòîâëåíèè ïîäëîæåê èíòå-

ãðàëüíûõ ñõåì. Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþ-

ùèõ íà òî÷íîñòü, êà÷åñòâî ïîâåðõíîñòè ïëàñòèí è

ñòîéêîñòü èíñòðóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ðàâíîìåðíî-

ñòè íàòÿæåíèÿ îòðåçíîãî êðóãà. Íåðàâíîìåðíîñòü íà-

òÿæåíèÿ òàêæå ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ ôîðìû ðåæó-

ùåé êðîìêè, ÷òî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì óõóäøàåò êà-

÷åñòâî ïîâåðõíîñòè îòðåçàåìûõ ïëàñòèí.

Ñîãëàñíî äàííûì ðàáîòû [1] íåðàâíîìåðíîñòü íà-

òÿæåíèÿ îòðåçíîãî êðóãà ìîæåò äîñòèãàòü 20 – 50 %.

Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ — îïðåäåëåíèå ïàðàìåò-

ðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íåðàâ-

íîìåðíî íàòÿíóòûõ îòðåçíûõ êðóãîâ.

Íàòÿæåíèå îòðåçíîãî êðóãà, îáðàçîâàííîå ïðè ïî-

ìîùè n ïàð áîëòîâ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî

åãî êîíòóðó è ñîçäàþùèõ óñèëèå qk îò êàæäîé ïàðû,

ìîæíî îïèñàòü âûðàæåíèåì [2]

q (è) = q + q0 cos(2è), (1)
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Òàêèì îáðàçîì, íàòÿæåíèå íà âíåø-

íåé êðîìêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ïîñòî-

ÿííîãî óñèëèÿ q è ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñ àì-

ïëèòóäîé q0.

Ïðåäñòàâèì îòðåçíîé êðóã êàê êðóãëóþ òîíêóþ

ïëàñòèíêó ñ âíåøíèì ðàäèóñîì a è öåíòðàëüíûì îò-

âåðñòèåì ðàäèóñîì b, íàãðóæåííóþ ïî íàðóæíîìó

êîíòóðó ðàñòÿãèâàþùèìè óñèëèÿìè q (è) (ðèñ. 1).

Äëÿ ôóíêöèè q = const ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñî-

ñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè Ëàìå äëÿ òîëñòî-

ñòåííûõ öèëèíäðîâ [3] (çäåñü è äàëåå âñå íàïðÿæåíèÿ

è ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå ïîñòîÿííûì íàòÿæåíèåì

q = const, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñî øòðèõîì):
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Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ

íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â êîëüöåâîé ïëàñòèíêå

ïðè äåéñòâèè íà å¸ âíåøíåì êîíòóðå ëèøü íåðàâíî-

ìåðíîé ñîñòàâëÿþùåé óñèëèÿ (1), à èìåííî

q (è) = q0 cos(2è).

Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé. Íàïðÿæåíèÿ ïðè íåðàâ-

íîìåðíîì íàòÿæåíèè îòðåçíîãî êðóãà íåîáõîäèìî îï-

ðåäåëÿòü äëÿ îöåíêè êàê ïðî÷íîñòè êðóãà, òàê è îòêëî-

íåíèé ôîðìû ðåæóùåé êðîìêè.

Êàê èçâåñòíî, â îòñóòñòâèå îáúåìíûõ ñèë ôóíêöèÿ

íàïðÿæåíèÿ ö îïèñûâàåòñÿ îäíîðîäíûì áèãàðìîíè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì

Ä2ö = 0,

ãäå Ä — îïåðàòîð Ëàïëàñà. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä
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Íàïðÿæåíèÿ, êàê èçâåñòíî, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíê-

öèþ íàïðÿæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ñî ñëåäóþùèìè

óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå:

ór(a, è) = q0 cos(2è); ór(b, è) = 0;

ôrè(a, è) = 0; ôrè(b, è) = 0. (5)

Ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò îäíî èç

ðåøåíèé Ìèò÷åëëà äëÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò [3],

à èìåííî:

ö(r, è) = f (r )q0 cos(2è),

ãäå f (r ) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿðíîãî ðàäèóñà.

Ïîäñòàâèâ ö(r, è) â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì
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ò.å. íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòî-

ðîå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ [3] f (r ) =
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Îòìåòèì, ÷òî òàêîãî æå âèäà ôóíêöèþ � èìååò çà-

äà÷à î ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé â áåçãðàíè÷íîé

ïëàñòèíêå ñ îòâåðñòèåì, ðàâíîìåðíî ðàñòÿíóòîé íà

áåñêîíå÷íîñòè [3].

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (6) â óðàâíåíèÿ (4), ïîëó-

÷èì âñå íàïðÿæåíèÿ:
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Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) âûðàæåíèÿ (7) ïåðå-

õîäÿò â ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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Ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ ñèñòåìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îò-

íîñèòåëüíî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøàÿ ýòó ñèñ-

òåìó, íàõîäèì:
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â (7) è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå á = b�a, îïðåäåëèì îêîí÷àòåëü-

íî âñå íàïðÿæåíèÿ:
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ãäå Q = q0�(1 – 3á2 + 3á4 – á6).

Äëÿ ðàñ÷åòà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ 	�
�

( ),r ðàñc÷èòàííûå

ïî âòîðîé èç ôîðìóë (2) ðåøåíèÿ Ëàìå. Ïîëàãàÿ â (8) è = 0, ïîñòðîèì ãðàôèê îòíîøåíèÿ àìïëèòóä îêðóæíûõ íà-
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà êîëüöå-

âîé ïëàñòèíêè ñ íåðàâíîìåðíîé

ïî êîíòóðó íàãðóçêîé



ïðÿæåíèé óè(r ) è 	�
�

( )r êàê ôóíêöèè ðàäèóñà êðóãà

ÀÊÂÐ 597 × 235 ñî ñòîïðîöåíòíîé îòíîñèòåëüíîé íå-

ðàâíîìåðíîñòüþ íàòÿæåíèÿ: q0�q = 1. Ïàðàìåòðû êðó-

ãà: a = 298,5 ìì; b = 117,5 ìì, á = 0,39. Ãðàôèê ôóíê-

öèè� �
� �

( ) ( )r r	 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè, íàïðèìåð, íåðàâíîìåðíîñòü

íàòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿåò 10 %, òî îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ

íà ðåæóùåé êðîìêå äèñêà âîçðàñòàþò ïðèìåðíî â 1,3

ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íàïðÿæåíèÿ-

ìè ïðè ðàâíîìåðíîì íàòÿæåíèè, ÷òî ìîæåò ñòàòü ïðè-

÷èíîé ïðåâûøåíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè è ñêîðîãî âûõî-

äà èç ñòðîÿ èíñòðóìåíòà.

Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé. Ïåðåìåùåíèÿ ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ ôîðìóëàìè
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Ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå (9) íàïðÿæåíèÿ èç
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ãäå æ(è) — ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò è.

Ïîäñòàâèâ (10) è íàïðÿæåíèÿ (7) âî âòîðîå óðàâ-

íåíèå (9), ïîëó÷èì âûðàæåíèå, êîòîðîå ðåøèì îòíî-

ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé dí�dè è ïðîèíòåãðèðóåì ïî è:
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ãäå ç(r ) — ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r.

Ïîäñòàâèì ïåðåìåùåíèÿ (11) è (10), à òàêæå íà-

ïðÿæåíèå ôrè èç (7) â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (9) è ïîñëå

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì
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Ïîñëå ìàòåìàòè÷åñêèõ óïðîùåíèé è ñîêðàùåíèé ïî-

ëó÷èì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
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Ïåðåïèøåì åãî â áîëåå óäîáíîì äëÿ àíàëèçà âèäå:
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî è,

ïîëó÷èì

d
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2
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Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ: æ(è) = A1 cos è +

+ B1 sin è. Ïîñòàâèì ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (10):

u r
Er
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A B� � �) ( cos sin ).

Ïðèìåì âûïîëíåíèå óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ðå-

øåíèÿ íà êîíòóðå ïëàñòèíêè:
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Ïåðâîå óñëîâèå äàåò A1 = 0, âòîðîå óñëîâèå —

B1 = 0, òîãäà

æ(è) ( 0

è äëÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

îáùåå âûðàæåíèå:

u r
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé îò ðà-

äèóñà êðóãà



Ïîñêîëüêó æ(è) ( 0, òî óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä

r
r

r
r

d

d

'

'

( )
( ) .� � 0

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è

îáùèì ðåøåíèåì

ç(r ) = C1r.

Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â âûðàæåíèå (11) ñ ó÷åòîì

æ(è) ( 0, ïîëó÷èì
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1
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Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ (14) íà êîíòóðå

ïëàñòèíêè âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì C1.

Âûðàæåíèÿ (13) è (14) äàþò îáùåå ðåøåíèå çàäà-

÷è î ïåðåìåùåíèÿõ êðóãëîé ïëàñòèíêè ñ îòâåðñòèåì,

íà âíåøíåì êîíòóðå êîòîðîé äåéñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ

íàãðóçêà.

Äëÿ ñâîáîäíîé ïëàñòèíêè êîýôôèöèåíòû A, B, C,

D, ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëàõ (13) è (14), íàéäåíû

â (7*). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

â (13), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó ðàäè-

àëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñâîáîäíîé ïëàñòèíêè ñ êðóãëûì

îòâåðñòèåì:
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Èç (15) îïðåäåëèì àìïëèòóäó ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùå-

íèÿ íà âíóòðåííåé êðîìêå:

u u b b
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E
âí. max
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(16)

Ðàäèàëüíîå áèåíèå Ä ðåæóùåé êðîìêè íàõîäèòñÿ êàê

ðàçíîñòü ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèé

òî÷åê êðîìêè äî îñè. Äëÿ íåðàâíîìåðíî ðàñòÿíóòîãî

äèñêà ðàäèàëüíîå áèåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(16). Äåéñòâèòåëüíî, Ä = Dmax – Dmin = ( 	u
âí

+ uâí. max) –

� 	u
âí

= uâí. max, ãäå 	u
âí

— ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå

êðîìêè, âûçâàííîå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ðàñòÿ-

ãèâàþùåãî íàòÿæåíèÿ.

ÃÎÑÒ 26004–83 íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðà-

íè÷åíèÿ íà âåëè÷èíû êàê îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ

âíóòðåííåãî äèàìåòðà, òàê è ðàäèàëüíîãî áèåíèÿ:

	u b
âí

* 0,008; Ä * 0,05 ìì.

Ïåðåìåùåíèå íà âíóòðåííåé êðîìêå 	u
âí

îò ïîñòî-

ÿííîé âíåøíåé íàãðóçêè íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç ïî-

ñëåäíåé ôîðìóëû ðåøåíèÿ Ëàìå (2), ïðèíÿâ â íåé

r = b:
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2

1
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. (17)

Ìàðêà ñòàëè, èç êîòîðîé èçãîòîâëåí êîðïóñ (ÃÎÑÒ

26004–83), — ñòàëü 12Õ18H9 ñ ïðåäåëîì ïðî÷íîñòè

óâ = 1700 ÌÏà è ìîäóëåì óïðóãîñòè E = 2 · 105 ÌÏà.

Òîãäà òðåáîâàíèå 	u b
âí

* 0,008 ñîâïàäàåò ñ òåì óñëî-

âèåì, êîãäà âåëè÷èíà îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé 	�
�

íà

âíóòðåííåé êðîìêå íå äîëæíà ïðåâûøàòü 90 % ïðåäå-

ëà ïðî÷íîñòè ñòàëè óâ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå Ëàìå (2) íà âíóòðåííåé ðåæóùåé êðîìêå (r = b)

îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ
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(18)

Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (17) è ïðèíèìàÿ 	�
�.âí

= 0,9óâ,

äëÿ âåëè÷èíû 	u b
âí

ïîëó÷èì:
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Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ

îòðåçíîãî êðóãà íà æåñòêîñòü, ïðî÷íîñòü è ñòîéêîñòü

ê ñòàòè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèì íàãðóçêàì ê âåëè÷èíå

óñèëèÿ q ïðåäúÿâëåíî ýòî æå òðåáîâàíèå: îêðóæíûå

íàïðÿæåíèÿ 	�
�.âí

íà ðåæóùåé êðîìêå, âûçâàííûå ñè-

ëîé q, äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê çíà÷åíèþ 0,9óâ.

Òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà 	u b
âí

= 0,008 â âû-

ðàæåíèè (17), çàïèøåì óñëîâèå äëÿ âíåøíåé ïîñòîÿí-

íîé íàãðóçêè q:

q = 0,004(1 – á2)E. (19)

Óäîâëåòâîðÿÿ íåðàâåíñòâó uâí.max * 0,05 ìì â âû-

ðàæåíèè (16), ïîëó÷àåì åùå îäíî óñëîâèå — äëÿ àì-

ïëèòóäû q0 íåðàâíîìåðíîé íàãðóçêè:
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Ïîäåëèâ íåðàâåíñòâî (20) íà ðàâåíñòâî (19), íàé-

äåì ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëü-

íîé íåðàâíîìåðíîñòè ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ:
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ãäå ðàçìåð b áåðåòñÿ â ìèëëèìåòðàõ. Íàïðèìåð, äëÿ

îòðåçíîãî êðóãà ìàðêè ÀÊÂÐ 597 × 235 ñ ïàðàìåòðàìè

á = 0,39 è b = 117,5 ìì ñîãëàñíî (18) ìàêñèìàëüíî äî-

ïóñòèìîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé íåðàâíîìåðíîñòè

íàòÿæåíèÿ [q0�q] = 0,016, ò.å. äîïóñêàåìàÿ íåðàâíî-

ìåðíîñòü íàòÿæåíèÿ ñîñòàâèò âñåãî 1,6 %.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà-

÷è óïðóãîñòè äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíêè ïðè åå íå-

ðàâíîìåðíîì íàòÿæåíèè ïî âíåøíåìó êîíòóðó. Ïî-

êàçàíî, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîé âåëè÷èíå íàòÿæåíèÿ

�������	�
���
�������
�����������	�������������� ��������� ����� � AC



(êîãäà �
�

= 0,9óâ) è òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

á = 0,3 ... 0,4, äàæå ïðè ìèíèìàëüíîé íåðàâíîìåðíî-

ñòè íàòÿæåíèÿ (ìåíüøå 2 %), ðàäèàëüíîå áèåíèå ïðå-

âûøàåò íîðìû, óñòàíîâëåííûå ñòàíäàðòîì.

Ïðè íåðàâíîìåðíîñòè íàòÿæåíèÿ áîëåå 5 %

îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ 	�
�

ïðåâûñÿò ïðåäåë òåêó-

÷åñòè ìàòåðèàëà, ÷òî ïðèâåäåò ê íåîáõîäèìîñòè èç-

ìåðåíèÿ è ó÷åòà íåðàâíîìåðíîñòè ïðè íàòÿæåíèè

îòðåçíûõ êðóãîâ.
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