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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 9 äåêàáðÿ 2016 ã.

Ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû ïîèñêà ìåäèàíû Êåìåíè ïî ìåòîäàì Á. Ã. Ëèòâàêà, èñïîëüçîâàíû íåêîòî-

ðûå ïîäõîäû Â. Í. Æèõàðåâà. Èçó÷åíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åííîé ýêñïåðòíîé ñèñòåìû íà

âûáîðêàõ ñëó÷àéíûõ îòâåòîâ ýêñïåðòîâ. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü äîáàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé

àâòîðèòåòíîñòè ðàíæèðîâîê ýêñïåðòîâ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî íà ÿçûêå Pyt-

hon. Ñäåëàíû âûâîäû î ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèêëàäíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòèêà; ýêîíîìèêà; óïðàâëåíèå; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà; ïðèêëàäíàÿ

ñòàòèñòèêà; ñòàòèñòèêà íå÷èñëîâûõ äàííûõ; òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé; ýêñïåðòíûå îöåíêè; êëàñ-

òåðèçîâàííûå ðàíæèðîâêè; ñðåäíèå âåëè÷èíû; ìåäèàíà Êåìåíè.

Ýêñïåðòíûå ïðîöåäóðû ïðèìåíÿþò â òàêèõ îáëàñòÿõ

[1 – 5], êàê òåõíè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ìåíåäæìåíò

(îñîáåííî ïðîèçâîäñòâåííûé), ýêîíîìèêà, ýêîëîãèÿ,

ñîöèîëîãèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèå è ò.ä. Ïðè÷åì â îñíîâ-

íîì èñïîëüçóþò òå èõ ðàçäåëû, ÷òî ñâÿçàíû ñ ýêñïåðò-

íûìè îöåíêàìè [6].

Ïðè ïîñòðîåíèè èòîãîâîãî ìíåíèÿ êîìèññèè ýêñ-

ïåðòîâ íåîáõîäèìî íàéòè êëàñòåðèçîâàííóþ ðàíæè-

ðîâêó, óñðåäíÿþùóþ îòâåòû ýêñïåðòîâ [7, 8]. Ðàçðàáî-

òàí ðÿä ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè êëàñòåðè-

çîâàííûõ ðàíæèðîâîê, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ìå-

òîä ðàñ÷åòà ìåäèàíû Êåìåíè, îñíîâàííûé íà èñïîëü-

çîâàíèè ðàññòîÿíèÿ Êåìåíè [9]. Âû÷èñëèòåëüíûå

âîïðîñû íàõîæäåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè

èìåþò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Àâòîðîì ðàçðàáîòàíà è èçó÷åíà ýêñïåðòíàÿ ñèñòå-

ìà ïîèñêà ìåäèàí Êåìåíè. Â êà÷åñòâå îñíîâû ðàñ÷å-

òîâ èñïîëüçîâàíû àëãîðèòìû Á. Ã. Ëèòâàêà [10] è íåêî-

òîðûå ïîäõîäû Â. Í. Æèõàðåâà [11]. Ðåàëèçîâàíà âîç-

ìîæíîñòü äîáàâëåíèÿ àâòîðèòåòíîñòè ðàíæèðîâîê

ýêñïåðòîâ. Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçû-

êå Python.

Ïîíÿòèå êëàñòåðèçîâàííîé ðàíæèðîâêè

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îáúåêòîâ, êîòîðûå

îáîçíà÷èì íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 1, 2, 3, ..., k è íàçî-

âåì «íîñèòåëåì». Ïîä êëàñòåðèçîâàííîé ðàíæèðîâ-

êîé, îïðåäåëåííîé íà çàäàííîì íîñèòåëå, áóäåì ïîíè-

ìàòü ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ (ñïå-

öèàëüíûé êëàññ áèíàðíûõ îòíîøåíèé [12]).

Ïóñòü îáúåêòû ðàçáèòû íà ãðóïïû, êîòîðûå íàçî-

âåì êëàñòåðàìè. Â êëàñòåðå ìîæåò áûòü è îäèí ýëå-

ìåíò. Âõîäÿùèå â îäèí êëàñòåð îáúåêòû çàêëþ÷èì

â ôèãóðíûå ñêîáêè. Íàïðèìåð, îáúåêòû 1, 2, 3, ..., 10

ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà 7 êëàñòåðîâ: {1}, {2, 3}, {4},

{5, 6, 7}, {8}, {9}, {10}. Â ýòîì ðàçáèåíèè îäèí

êëàñòåð ({5, 6, 7}) ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòà, äðóãîé

({2, 3}) — äâà, îñòàëüíûå ïÿòü — ïî îäíîìó ýëåìåíòó.

Êëàñòåðû íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, à èõ îáúåäèíå-

íèå (êàê ìíîæåñòâ) åñòü âñå ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæå-

ñòâî îáúåêòîâ.

Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êëàñòåðèçîâàííîé ðàíæè-

ðîâêè — ýòî ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê ìåæäó êëà-

ñòåðàìè, ò.å. çàäàíî, êàêîé èç íèõ ïåðâûé, êàêîé âòî-

ðîé è ò.ä. Áóäåì èçîáðàæàòü ñòðîãóþ óïîðÿäî÷åííîñòü

ñ ïîìîùüþ çíàêà <. Ïðè ýòîì êëàñòåðû, ñîñòîÿùèå èç

îäíîãî ýëåìåíòà, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èçîáðàæàòü áåç

ôèãóðíûõ ñêîáîê. Òîãäà êëàñòåðèçîâàííóþ ðàíæèðîâ-

êó íà îñíîâå ââåäåííûõ âûøå êëàñòåðîâ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = [1 < {2, 3} < 4 < {5, 6, 7} < 8 < 9 < 10].

Ââåäåííàÿ îïèñàííûì îáðàçîì êëàñòåðèçîâàííàÿ ðàí-

æèðîâêà ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæå-

ñòâå {1, 2, 3, ..., 10}.

Êàæäóþ êëàñòåðèçîâàííóþ ðàíæèðîâêó, êàê è ëþ-

áîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé

||x (a, b )|| èç 0 è 1 ïîðÿäêà kxk. Ïðè ýòîì x (a, b ) = 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a < b ëèáî a = b. Â ïåðâîì

ñëó÷àå x (b, a) = 0, à âî âòîðîì — x (b, a) = 1. Ïðè ýòîì

õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë — x (a, b ) èëè x (b, a) — ðàâíî

1, ïðè÷åì x (a, b ) = x (b, a) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a = b.

Ìåòîäû ïîèñêà ìåäèàíû Êåìåíè

êàê èòîãîâîãî ìíåíèÿ êîìèññèè ýêñïåðòîâ.

Íàçíà÷åíèå àâòîðèòåòíîñòè ýêñïåðòîâ

Ïðè ïîñòðîåíèè èòîãîâîãî ìíåíèÿ êîìèññèè ýêñ-

ïåðòîâ íåîáõîäèìî íàéòè êëàñòåðèçîâàííóþ ðàíæè-

ðîâêó, óñðåäíÿþùóþ îòâåòû ýêñïåðòîâ. Ðàçðàáîòàí

ðÿä ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè êëàñòåðèçîâàí-

íûõ ðàíæèðîâîê, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ìåòîä
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ðàñ÷åòà ìåäèàíû Êåìåíè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâà-

íèè ðàññòîÿíèÿ Êåìåíè [9].

Ðàññòîÿíèåì Êåìåíè ìåæäó áèíàðíûìè îòíîøå-

íèÿìè A è B, îïèñûâàåìûìè ìàòðèöàìè ||aij || è ||bij ||

ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

D A B a b
ij ij

( , ) | |,� 	�

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì i, j îò 1 äî k.

Ðàññòîÿíèå Êåìåíè — ýòî ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ ýëå-

ìåíòîâ â ìàòðèöàõ ||aij|| è ||bij||.

Ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèÿ Êåìåíè íàõîäÿò èòîãîâîå

ìíåíèå êîìèññèè ýêñïåðòîâ. Ïóñòü îòâåòû ýêñïåðòîâ n

ïðåäñòàâëåíû êàê óïîðÿäî÷åíèÿ (êëàñòåðèçîâàííûå

ðàíæèðîâêè) A (1), A (2), ..., A (n ) èëè êàê áèíàðíûå îò-

íîøåíèÿ äðóãèõ òèïîâ (îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè,

òîëåðàíòíîñòè è äð.). Äëÿ èõ óñðåäíåíèÿ èñïîëüçóþò

òàê íàçûâàåìóþ ìåäèàíó Êåìåíè arg min ( , ).D A A
s

s

n

�

�

1

Ìåäèàíó Êåìåíè èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ óñðåäíå-

íèÿ [13 – 15] îòâåòîâ ýêñïåðòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â

âèäå áèíàðíûõ îòíîøåíèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñ-

ñà áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Äëÿ îòâåòîâ ýêñïåðòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàñòå-

ðèçîâàííûå ðàíæèðîâêè, âû÷èñëåíèå ìåäèàíû Êåìå-

íè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå àëãî-

ðèòìû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, îñíîâàí-

íûå íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, íà ðàçíûõ ïîäõîäàõ

êëàñòåðíîãî àíàëèçà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî

íè îäíîãî òî÷íîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ìíîæåñòâà âñåõ

ìåäèàí Êåìåíè äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-

âîê (ðàíæèðîâîê áåç ñâÿçåé), êðîìå ïîëíîãî ïåðåáîðà.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ïîèñêà ÷àñòè ìåäèàí,

ðàçðàáîòàííûå Á. Ã. Ëèòâàêîì [10], Â. Í. Æèõàðåâûì

[11]. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ ïîèñêà ìåäèàí â ýêñïåðòíîé

ñèñòåìå âûáðàíû: ýâðèñòè÷åñêèé; òî÷íûé àëãîðèòìû

(ïðè ñâîéñòâå Êîíäîðñå), ïðåäëîæåííûå Á. Ã. Ëèòâà-

êîì; öèêëè÷åñêèé àëãîðèòì ïî ìåòîäó âûäåëåíèÿ

ïñåâäîìåäèàí Æèõàðåâà. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà

Êåìåíè íàõîäèòñÿ ñîãëàñíî ðàáîòå À. È. Îðëîâà [16].

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñ÷åò èòîãîâîãî ìíåíèÿ êîìèññèè

ýêñïåðòîâ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ñðåäè óêàçàííûõ ýêñ-

ïåðòàìè îòâåòîâ, ò.å. èùåòñÿ ñóììàðíîå ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå îò êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ äî îïðåäåëÿåìîé

òàêèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííîé ìåäèàíû Êåìåíè.

Îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü ïðè-

ìåíèìîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ ðàññìîòðåíû â [17].

Íèæå ïðèâåäåíî êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ

ïîèñêà:

Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Ëèòâàêà. Ïóñòü ðàíæè-

ðîâàíèÿ ýêñïåðòîâ çàäàíû ìàòðèöàìè áèíàðíûõ îòíî-

øåíèé Pi, ñîäåðæàùèìè ýëåìåíòû pij . Ðàññòîÿíèå îò

ïðîèçâîëüíîãî ðàíæèðîâàíèÿ P äî âñåõ ðàíæèðîâàíèé

P1, ..., Pm îïðåäåëÿåòñÿ êàê

d P P p v p d P P
v

v

m

ij ij

i jv

m

ij v

i jv

( , ) | ( ) | ( , )

� <� <�

� �� �� 	 �

1 1 1

m

� ,

ãäå

dij (P, Pv ) = |pij(v ) – pij |.

Èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà ïîòåðü ñ ýëåìåíòàìè

r d P P
ij ij v

v

m

�

�

� ( , ).

1

Íà ïåðâîì ýòàïå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïîñëå-

äîâàòåëüíî íàõîäÿò ìèíèìóìû êàæäîé èç n ñóìì:

S r
j

j

n

1 1
�� , S r

n nj

j

n

�� ,

ïîñëå ÷åãî ñîîòâåòñòâóþùóþ ìèíèìàëüíîé ñóììå

S r
j

j

n

min min
�� àëüòåðíàòèâó a(min) ñòàâÿò íà ïåðâîå

ìåñòî, âû÷åðêèâàÿ åå èç ìàòðèöû ïîòåðü. Äàëåå àíàëî-

ãè÷íûå äåéñòâèÿ ïðîâîäÿò ñ óìåíüøåííîé ìàòðèöåé

ïîòåðü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ðàíæèðîâêà:

a a
i ik1

... . Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ ïîëó÷åííîé ðàíæèðîâêè

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿþò ñîîòíîøåíèÿ

r r
i i i ik k k k
 


 
1 1

, k = n – 1, ..., 1. Êàê òîëüêî äëÿ íåêîòîðîãî

k îíè íàðóøàþòñÿ, àëüòåðíàòèâû a
ik

è a
ik
 1

ìåíÿþò

ìåñòàìè â íîâîì ðàíæèðîâàíèè.

Äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà íå òðåáóåòñÿ óñëî-

âèå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà Êîíäîðñå äëÿ ðàíæèðîâàíèé

P1, ..., Pm. Îãðàíè÷åíèåì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèøü îäíîé ìåäèàíû Êåìåíè

ïðèáëèæåííî: àëãîðèòì ïîçâîëèò íàéòè âåðõíþþ ãðà-

íèöó arg min ( , )D A A
s

s

n

�

�

1

[17].

Òî÷íûé àëãîðèòì Ëèòâàêà. Â àëãîðèòìå, èñïîëü-

çóþùåì ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîå ôèêñèðîâàíèå ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòè àëü-

òåðíàòèâ (íàèëó÷øèõ àëüòåðíàòèâ Êîíäîðñå è íàè-

ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíûõ àëüòåðíàòèâ), îïðåäåëåíèå

âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè

íà óìåíüøåííîì òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâå ðàíæèðî-

âàíèé è îòáðàñûâàíèå çàâåäîìî áåñïåðñïåêòèâíûõ

ïðè ïîèñêå ìåäèàíû Êåìåíè âàðèàíòîâ. Òî÷íûé àëãî-

ðèòì Á. Ã. Ëèòâàêà îïèñàí, â ÷àñòíîñòè, Ä. À. Ñóìêè-

íûì (â êîëëåêòèâíîé ìîíîãðàôèè [18]). Äëÿ ðàáîòû

òî÷íîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñâîéñòâà

Êîíäîðñå äëÿ ðàíæèðîâàíèé P1, ..., Pm. Ðàíæèðîâàíèå

P îáëàäàåò ñâîéñòâîì Êîíäîðñå, åñëè ëþáîå ïîäìíî-

æåñòâî àëüòåðíàòèâ a1, ..., an îáëàäàåò àëüòåðíàòèâîé

Êîíäîðñå. Ïóñòü ìàòðèöà ïîòåðü ïîñòðîåíà äëÿ åäèí-

ñòâåííîãî ðàíæèðîâàíèÿ P. Åñëè â óïîðÿäî÷èâàíèè P
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àëüòåðíàòèâà ai ïðåäïî÷òèòåëüíåå àëüòåðíàòèâû aj, òî

rij < rji. Ìàòðèöà ïîòåðü ril  rli, êîãäà rij  rji è rjl  rlj ,

íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé. Ìàòðèöà ïîòåðü ìîæåò

áûòü íåòðàíçèòèâíà â ñëó÷àå íåïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îòâåòîâ ýêñïåðòîâ ïðè ïàðíûõ ñðàâíåíèÿõ. Ïóñòü ðàí-

æèðîâàíèÿ P1, ..., Pm îáëàäàþò àëüòåðíàòèâîé Êîíäîð-

ñå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïîòåðü ñîäåðæèò ñòðîêó

i1 òàêóþ, ÷òî r r
i j ji1 1

 , j & {1, ..., n }. Áëàãîäàðÿ ñâîé-

ñòâó òðàíçèòèâíîñòè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðòîâ

â ñâîèõ âûáîðàõ) ïîñëå óäàëåíèÿ íåêîé àëüòåðíàòèâû

a
i1

àëüòåðíàòèâîé Êîíäîðñå ñòàíîâèòñÿ a
i2

.

Öèêëè÷åñêèé ïîèñê ïî ìåòîäó ïñåâäîìåäèàí Æè-

õàðåâà [10]. Íà÷èíàåì àëãîðèòì ñ ïîèñêà ìîäèôè-

öèðîâàííîé ìåäèàíû [16] ñðåäè çàäàííûõ èñõîäíûõ

ýêñïåðòíûõ îòâåòîâ. Äàëåå ñëåäóåò öèêë: ïðîäåëûâà-

åì âñå èíâåðñèè, ò.å. ðàññìàòðèâàåì îêðåñòíîñòü åäè-

íè÷íîãî ðàäèóñà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññòîÿíèÿ Êåìå-

íè ñ öåíòðîì â ìîäèôèöèðîâàííîé ìåäèàíå Êåìåíè.

Âûáèðàåì â ýòîé îêðåñòíîñòè òó òî÷êó, â êîòîðîé èñ-

ïîëüçóåìàÿ â îïðåäåëåíèè ìåäèàíû Êåìåíè ñóììà

ìèíèìàëüíà. Ýòà òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå ðàíæèðîâîê

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïñåâäîìåäèàíîé Êåìåíè â óêàçàííîì

ìíîæåñòâå.

Ïñåâäîìåäèàíîé ñîâîêóïíîñòè E ýêñïåðòíûõ

ïåðåñòàíîâîê â ìíîæåñòâå V íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà

pm (E, V ), äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿíèé D (x, E ) äî

ýëåìåíòîâ ñîâîêóïíîñòè E ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê x ìíîæåñòâà V.

Ïåðåõîäèì â ýòó òî÷êó. Ïîâòîðÿåì öèêë, âûäåëÿåì íî-

âóþ îêðåñòíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïûòàåìñÿ

óìåíüøèòü ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå. Åñëè íåëüçÿ óìåíü-

øèòü ñóììó ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé íà ïðåäûäóùåì

øàãå (äëÿ ïåðâîãî øàãà — ìîäèôèöèðîâàííîé ìåäèà-

íû), îñòàíàâëèâàåìñÿ. Åñëè ìèíèìóì â îêðåñòíîñòè

äîñòèãàåòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, òî äàëåå ñëó÷àéíûì

îáðàçîì âûáèðàåì òî÷êó ìèíèìóìà äëÿ ïðîäîëæåíèÿ.

Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ äàííîé ðàáîòû — èññëåäî-

âàíèå çàâèñèìîñòè èòîãîâîãî ðåøåíèÿ êîìèññèè îò

íàçíà÷åííîé íåêîòîðûìè ñïîñîáàìè «àâòîðèòåò-

íîñòè» òîãî èëè èíîãî ýêñïåðòà. Íàïðèìåð, àâòîðèòåò-

íîñòü êàæäîãî ýêñïåðòà V ìîæåò çàäàâàòüñÿ âåñîâûì

êîýôôèöèåíòîì-ìóëüòèïëèêàòîðîì kv òàêèì îáðàçîì,

÷òî ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîãî ðàíæèðîâàíèÿ P äî

âñåõ ðàíæèðîâàíèé P1, ..., Pm âû÷èñëÿþò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

d P P k p p d P P
v

v

m

v ji

v

ij

i jv

m

ij v

i j

( , ) | | ( , )
* ( )

� <� <

� ��� 	 �

1 1

��

�v

m

1

,

ãäå d P P k p v p
ij v v ij ij

( , ) | ( ) | .
*

� 	

Èíòóèòèâíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà-

÷èìîñòü ýêñïåðòà (áîëüøå êîýôôèöèåíò kv ), òåì ñèëü-

íåå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ âêëàä ðàçíîãëàñèÿ ñ íèì â ìàò-

ðèöå ïîòåðü, èçìåðÿåìîãî ðàññòîÿíèåì â ìàòðèöå

ðàíæèðîâîê.

Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòû

Ïðè èçó÷åíèè ýêñïåðòíîé ñèñòåìû ïðîâîäÿò ðÿä

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ íàéäåííûõ

ìåäèàí. Èñõîäíûå ýêñïåðòíûå ðàíæèðîâêè âçÿòû ñëó-

÷àéíûì ïóòåì è îòëè÷àþòñÿ ïî ñóììàðíîìó ðàññòîÿ-

íèþ (ìåðîé íåñîãëàñîâàííîñòè) ìåæäó îòâåòàìè ýêñ-

ïåðòîâ.

Ýêñïåðèìåíò 1. Â òàáë. 1 – 3 ïðåäñòàâëåíû èñ-

õîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ. Îíè âçÿòû ñëó÷àéíûì ïó-

òåì è îòëè÷àþòñÿ ìåðîé íåñîãëàñîâàííîñòè (ðàññòîÿ-

íèåì ìåæäó íèìè).
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Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé:
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè: [1, 2, 4, 3].

Äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî è òî÷íîãî àëãîðèòìîâ Ëèòâàêà ìå-

äèàíà Êåìåíè — [1, 2, 4, 3] è [1, 2, 4, 3] ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ áóëü-

øèì ðàçáðîñîì.
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Òàáëèöà 1. Èñõîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ ìèíèìàëüíûì ðàç-

áðîñîì

1-é ýêñïåðò 2-é ýêñïåðò 3-é ýêñïåðò Ðàññòîÿíèÿ

a1 a1 a2 1 – 2 ýêñïåðòû: 2

a2 a2 a1 1 – 3 ýêñïåðòû: 2

a4 a3 a4 2 – 3 ýêñïåðòû: 4

a3 a4 a3 Ñóììà: 8

Òàáëèöà 2. Èñõîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ ðàçáðîñîì â îòâåòàõ,

áóëüøèì, ÷åì â òàáë. 1

1-é ýêñïåðò 2-é ýêñïåðò 3-é ýêñïåðò Ðàññòîÿíèå

a1 a4 a4 1 – 2 ýêñïåðòû: 8

a2 a2 a1 1 – 3 ýêñïåðòû: 4

a4 a3 a2 2 – 3 ýêñïåðòû: 4

a3 a1 a3 Ñóììà: 16



Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé:
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè: [4, 1, 2, 3].

Äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî è òî÷íîãî àëãîðèòìîâ Ëèòâàêà

ìåäèàíà Êåìåíè — [4, 1, 2, 3] è [4, 1, 2, 3] ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ åùå áóëü-

øèì ðàçáðîñîì.

Ìàòðèöà ïîòåðü:
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Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé:
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè: [1, 2, 4, 3].

Äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî è òî÷íîãî àëãîðèòìîâ Ëèòâàêà ìå-

äèàíà Êåìåíè — [1, 4, 2, 3] è [1, 4, 2, 3] ñîîòâåòñòâåí-

íî; äëÿ öèêëè÷åñêîãî ïîèñêà ïî ìåòîäó ïñåâäîìåäèàí

Æèõàðåâà — [1, 4, 2, 3].

Ðàññòîÿíèå îò ìîäèôèöèðîâàííîé äî òî÷íîé ìå-

äèàíû Êåìåíè: 1 – 1:2.

Ýêñïåðèìåíò 2. Óâåëè÷èì êîëè÷åñòâî ýêñïåðòîâ

è îáúåêòîâ ðàíæèðîâàíèÿ (òàáë. 4).
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Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé:
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè: [1, 5, 2, 3, 4,

6]. Äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî è òî÷íîãî àëãîðèòìîâ Ëèòâàêà

ìåäèàíà Êåìåíè — [1, 5, 2, 3, 4, 6] è [1, 5, 2, 3, 4, 6] ñî-

îòâåòñòâåííî; ïðè öèêëè÷åñêîì ïîèñêå ïî ìåòîäó

ïñåâäîìåäèàí Êåìåíè — [1, 5, 2, 3, 4, 6].
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Òàáëèöà 3. Èñõîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ ðàçáðîñîì â îòâåòàõ,

áóëüøèì, ÷åì â òàáë. 1 è 2

1-é ýêñïåðò 2-é ýêñïåðò 3-é ýêñïåðò Ðàññòîÿíèÿ

a1 a4 a1 1 – 2 ýêñïåðòû: 8

a2 a2 a3 1 – 3 ýêñïåðòû: 6

a4 a3 a4 2 – 3 ýêñïåðòû: 10

a3 a1 a2 Ñóììà: 24

Òàáëèöà 4. Èñõîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ ïðè áîëüøåì ÷èñëå

îáúåêòîâ ðàíæèðîâàíèÿ

1-é ýêñïåðò 2-é ýêñïåðò 3-é ýêñïåðò 4-é ýêñïåðò Ðàññòîÿíèÿ

a1 a1 a5 a1 1 – 2 ýêñïåðòû: 2

a5 a5 a1 a5 1 – 3 ýêñïåðòû: 2

a2 a2 a2 a3 1 – 4 ýêñïåðòû: 4

a3 a4 a3 a2 2 – 3 ýêñïåðòû: 4

a4 a3 a4 a6 2 – 4 ýêñïåðòû: 6

a6 a6 a6 a4 Ñóììà: 18

Òàáëèöà 5. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 2-ãî ýêñïåðòà

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 4

Ìåäèàíà Êåìåíè [1, 5, 2, 3, 4, 6] [1, 5, 2, 3, 4, 6] [1, 5, 2, 4, 3, 6] — ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì 2-ãî ýêñïåðòà

Òàáëèöà 6. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 3-ãî ýêñïåðòà

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 3

Ìåäèàíà Êåìåíè [1, 5, 2, 3, 4, 6] [1, 5, 2, 3, 4, 6] [5, 1, 2, 3, 4, 6] — ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì 3-ãî ýêñïåðòà

Òàáëèöà 7. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 4-ãî ýêñïåðòà

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 3 4

Ìåäèàíà Êåìåíè [1, 5, 2, 3, 4, 6] [1, 5, 2, 3, 4, 6] [1, 5, 2, 3, 6, 4] [1, 5, 3, 2, 6, 4] — ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì 4-ãî ýêñïåðòà



Èññëåäóåì, êàê èçìåíÿåòñÿ êîëëåêòèâíîå ìíåíèå

ýêñïåðòîâ (ðàññ÷èòûâàåìîå ïî ìåòîäó ìåäèàíû Êåìå-

íè) â çàâèñèìîñòè îò óâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé àâòî-

ðèòåòíîñòè (kv ) êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ ïî îòäåëüíîñòè

(v = 2, 3, 4, ..., N ). Àâòîðèòåòíîñòü îñòàëüíûõ ýêñïåð-

òîâ ôèêñèðóåì ðàâíîé åäèíèöå (òàáë. 5 – 7).

Äàëåå ðàññìîòðèì áîëåå ðàññîãëàñîâàííûé ïðè-

ìåð ñ áóëüøèì ÷èñëîì îòâåòîâ è ýêñïåðòîâ (òàáë. 8).
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Ïðè òî÷íîì àëãîðèòìå Ëèòâàêà ìåäèàíû Êåìå-

íè — [3, 5, 2, 6, 1, 4], [5, 2, 1, 3, 6, 4], [5, 2, 3, 1, 6, 4];

ïðè ýâðèñòè÷åñêîì àëãîðèòìå Ëèòâàêà — [5, 2, 3, 1, 6,

4]. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè — [1, 5, 2, 3,

4, 6], [3, 2, 1, 5, 6, 4].

Ðàññòîÿíèÿ îò ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåäèàí äî òî÷-

íûõ ìåäèàí Êåìåíè: 1 – 1:10; 1 – 2:4; 1 – 3:6; 2 – 1:4;

2 – 2:10; 2 – 3:8.

Öèêëè÷åñêèé ïîèñê ïî ìåòîäó ïñåâäîìåäèàí Êå-

ìåíè: ñî ñòàðòîì â îòâåòå 1-ãî ýêñïåðòà — [1, 5, 2, 3, 4,

6]; ñî ñòàðòîì â îòâåòå 2-ãî ýêñïåðòà — [3, 2, 1, 5, 6, 4].

Èññëåäóåì, êàê èçìåíÿåòñÿ êîëëåêòèâíîå ìíåíèå

ýêñïåðòîâ (ðàññ÷èòûâàåìîå ïî ìåòîäó ìåäèàíû Êåìå-

íè) â çàâèñèìîñòè îò óâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé àâòî-

ðèòåòíîñòè kv êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ ïî îòäåëüíîñòè

(v = 1, 2, 3, ..., N ). Àâòîðèòåòíîñòü îñòàëüíûõ ýêñïåð-

òîâ ôèêñèðóåì ðàâíîé åäèíèöå (òàáë. 9 – 12).

Ðàçðàáîòàííàÿ ýêñïåðòíàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò âû-

÷èñëÿòü ìåäèàíû Êåìåíè, èñïîëüçóÿ ýâðèñòè÷åñêèé è

òî÷íûé àëãîðèòìû Ëèòâàêà, à òàêæå íàõîäèòü ìîäè-

ôèöèðîâàííóþ ìåäèàíó Êåìåíè, îñóùåñòâëÿòü ïîèñê

ìåäèàí ïî ìåòîäó Æèõàðåâà ñ öèêëè÷åñêèì èñïîëüçî-

âàíèåì îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Äëÿ âñåõ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìíî-

æåñòâî ìåäèàí Êåìåíè, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ ýâðè-

ñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà Ëèòâàêà, âõîäèò âî ìíîæåñòâî

ìåäèàí Êåìåíè, îïðåäåëåííîå ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî

àëãîðèòìà.

2. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåäèàíà Êåìåíè ÿâëÿåòñÿ

õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê ìåäèàíå Êåìåíè ïðè îòíî-

ñèòåëüíî íåáîëüøîé íåñîãëàñîâàííîñòè îòâåòîâ ñðåäè

ýêñïåðòîâ, ìåðîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Êåìå-

íè. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ïîâñåäíåâíûõ çà-

äà÷àõ, ãäå âåëèêà äîëÿ ñîãëàñèÿ ìåæäó ðàíæèðîâêàìè

ýêñïåðòîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê îòäåëüíûõ

�. 
����
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Òàáëèöà 8. Èñõîäíûå îòâåòû ýêñïåðòîâ ñ ðàçáðîñîì â îòâåòàõ

áîëüøèì, ÷åì â òàáë. 4

1-é ýêñïåðò 2-é ýêñïåðò 3-é ýêñïåðò 4-é ýêñïåðò Ðàññòîÿíèÿ

a1 a3 a3 a5 1 – 2 ýêñïåðòû: 12

a5 a2 a5 a2 1 – 3 ýêñïåðòû: 18

a2 a1 a4 a6 1 – 4 ýêñïåðòû: 12

a3 a5 a6 a1 2 – 3 ýêñïåðòû: 14

a4 a6 a2 a4 2 – 4 ýêñïåðòû: 16

a6 a4 a1 a3 Ñóììà: 72

Òàáëèöà 9. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 1-ãî ýêñïåðòà äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ðàçáðîñà îòâåòîâ ýêñïåðòîâ

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 3 10

Ìåäèàíà Êåìåíè [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 2, 3, 1, 6, 4]

Òàáëèöà 10. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àòîðèòåòíîñòè 2-ãî ýêñïåðòà äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ðàçáðîñà îòâåòîâ ýêñïåðòîâ

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 5 10

Ìåäèàíà Êåìåíè [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 3, 2, 1, 6, 4] [5, 3, 2, 1, 6, 4] [5, 3, 2, 1, 6, 4]

Òàáëèöà 11. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 3-ãî ýêñïåðòà äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ðàçáðîñà îòâåòîâ ýêñïåðòîâ

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 3 4 5 10

Ìåäèàíà Êåìåíè [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 3, 2, 6, 1, 4] [5, 3, 6, 2, 4, 1] [5, 3, 6, 4, 2, 1] [5, 3, 6, 4, 2, 1] [5, 3, 6, 4, 2, 1]

Òàáëèöà 12. Çàâèñèìîñòü êîëëåêòèâíîãî îòâåòà îò àâòîðèòåòíîñòè 4-ãî ýêñïåðòà äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ðàçáðîñà îòâåòîâ ýêñïåðòîâ

Àâòîðèòåòíîñòü kv 1 2 3

Ìåäèàíà Êåìåíè [5, 2, 3, 1, 6, 4] [5, 2, 3, 6, 1, 4] [5, 2, 6, 1, 4, 3] ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì 4-ãî ýêñïåðòà



îáúåêòîâ), â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ êîìèññèè ìîæíî

áðàòü ìîäèôèöèðîâàííóþ ìåäèàíó Êåìåíè.

3. Ìíåíèå íàèáîëåå àâòîðèòåòíîãî ýêñïåðòà ìî-

æåò ñêëîíèòü èòîãîâîå ðàíæèðîâàíèå êîìèñèè ýêñïåð-

òîâ â ñâîþ ïîëüçó ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ñòåïå-

íè íåñîãëàñîâàííîñòè îòâåòîâ ýêñïåðòîâ, èçìåðÿåìîé

ðàññòîÿíèåì Êåìåíè (ñì. òàáë. 5 – 7). Îäíàêî òàêîé

âûâîä íå âñåãäà âåðåí â ñëó÷àå, åñëè íåñîãëàñîâàí-

íîñòü â ìíåíèÿõ ýêñïåðòîâ âåëèêà (ñì. òàáë. 9 – 11).

Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü ñëåäóþùåå: åñëè â êîìèññèè ýêñ-

ïåðòîâ åñòü îòâåòû ñëèøêîì îðòîãîíàëüíûå àâòîðè-

òåòíûì îòâåòàì, ïðè ñîñòàâëåíèè èòîãîâîãî ìíåíèÿ

îíè âñå ðàâíî ìîãóò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà èòîãîâîå

ðàíæèðîâàíèå êîìèññèè ýêñïåðòîâ.

4. Öèêëè÷åñêèé àëãîðèòì ïîèñêà ìåäèàí Êåìåíè

ïî ìåòîäó ïñåâäîìåäèàí Æèõàðåâà îêàçàëñÿ ýôôåê-

òèâíûì ïðè íåáîëüøèõ ðàçíîãëàñèÿõ ýêñïåðòîâ. Îä-

íàêî ýòîò àëãîðèòì íå ñìîã óñïåøíî íàéòè ìåäèàíû

ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó îòâåòàìè ýêñïåðòîâ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ðàçáðîñå ýêñïåðòíûõ

ìíåíèé ìåäèàíû Êåìåíè ìîãóò ëåæàòü îòíîñèòåëüíî

äàëåêî îò ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåäèàí Êåìåíè (íå óäà-

åòñÿ ïîäîéòè ê íèì åäèíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè).

Ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ ê

àëãîðèòìàì, à òàêæå ñïîñîá ââåäåíèÿ àâòîðèòåòíîñòè

ýêñïåðòîâ, îïèñàííûå âûøå. Äëÿ êîððåêòíîãî ïîèñêà

ìåäèàíû Êåìåíè ïî òî÷íîìó àëãîðèòìó Ëèòâàêà òðå-

áóåòñÿ âûïîëíåíèå ñâîéñòâà Êîíäîðñå, ýâðèñòè÷åñêèé

àëãîðèòì íå òðåáóåò ýòîãî óñëîâèÿ. Öåëåñîîáðàçíî

ïðîâåñòè áîëüøåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ.
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We implemented algorithms developed by B. G. Litvak for calculation of Kemeny median using some

approaches of V. N. Zhikharev to analyze the results of modelling random sets of expert answers using
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