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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 10 ÿíâàðÿ 2014 ã.

Ïðèâåäåíî ðåøåíèå êîíòàêòíîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíîãî ñêîëüæåíèÿ äâóõ

óïðóãèõ òåë, îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå ìåòîäîì ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çàêîíîìåðíîñòè èçìå-

íåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáëàñòè êîíòàêòà äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé âçàèìîäåéñòâèÿ

êîíòàêòèðóåìûõ òåë. Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë

àäåêâàòíî îòîáðàæàåò ôèçè÷åñêóþ ñóùíîñòü ïðîöåññà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

êîíòðòåëà ñêîëüçÿùèì èíäåíòîðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîëóïðîñòðàíñòâî; ýôôåêòèâíàÿ ôîðìà èíäåíòîðà; çàäà-

÷à Ãåðöà; äåôîðìàöèÿ; íàïðÿæåíèÿ; ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå; ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû óïðóãîñòè; ïà-

ðàìåòðû îáëàñòè êîíòàêòà.

Â ìåõàíèêå äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäîãî òåëà áîëüøîå

âíèìàíèå óäåëåíî èññëåäîâàíèþ êîíòàêòíûõ çàäà÷

(ñì., íàïðèìåð [1, 2]). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî áîëåå

80 % ñëó÷àåâ âûõîäà èç ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ìåõàíèçìîâ è ìàøèí ñâÿçàíû ñ ïðîöåññàìè, âîç-

íèêàþùèìè â îáëàñòè êîíòàêòà ñîïðèêàñàþùèõñÿ

òâåðäûõ òåë.

Øèðîêî èññëåäîâàíû êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ äâóõ

òåë, èìåþùèõ èñõîäíûé êîíòàêò â òî÷êå, ïðè ðàç-

ëè÷íûõ óñëîâèÿõ èõ óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â òîì

÷èñëå ïðè ñêîëüæåíèè èëè êà÷åíèè îäíîãî èç íèõ.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [1 – 3 è äð.] ðàññìîòðåíû âîïðîñû

âçàèìîäåéñòâèÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî èëè óïðóãîãî

òåëà ñ âÿçêîóïðóãèì èëè æåñòêîïëàñòè÷åñêèì òåëîì,

îáû÷íî ïðåäñòàâëåííûì â âèäå ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Èìåþòñÿ ðàáîòû [4 – 6 è äð.] ïî ìîäåëèðîâàíèþ âíå-

äðåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî òåëà â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå

êîíòðòåëî. Îäíàêî â äîñòóïíûõ èñòî÷íèêàõ îòñóòñòâó-

þò ñâåäåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðî-

öåññà ñêîëüæåíèÿ óïðóãîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè äðó-

ãîãî â óñëîâèÿõ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-

íèÿ ïîñëåäíåãî. Î÷åâèäíî, ýòî îáóñëîâëåíî ñëîæíî-

ñòüþ äàííîé êîíòàêòíîé çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé

ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî â î÷àãå äåôîðìàöèè äâèæóùå-

ãîñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà îäíîâðåìåííî

ðåàëèçóþòñÿ äâà ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà

êîíòðòåëà:

à) íàãðóæåíèå êîíòðòåëà ñî ñòîðîíû äâèæóùåãî-

ñÿ èíäåíòîðà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò ïëàñòè-

÷åñêîå òå÷åíèå ìàòåðèàëà è åãî âûòåñíåíèå èç î÷àãà

äåôîðìàöèè êîíòðòåëà ñ îáðàçîâàíèåì íà ïîâåðõ-

íîñòè ïîñëåäíåãî ñëåäà — êàíàâêè, íà÷àëî êîòîðîé

èìååò ôîðìó ïîëóýëëèïñîèäàëüíîé ëóíêè;

á) óïðóãàÿ ðàçãðóçêà ìàòåðèàëà êîíòðòåëà, îáó-

ñëàâëèâàþùàÿ äàâëåíèå íà òûëüíóþ ïîâåðõíîñòü

îñíîâàíèÿ èíäåíòîðà ñî ñòîðîíû îáðàçóþùåéñÿ íà

ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà êàíàâêè.

Ñîâìåñòíîå âî âðåìåíè ïðîòåêàíèå ïðîöåññîâ íà-

ãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè â î÷àãå äåôîðìàöèè äâèæóùå-

ãîñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà â ãåîìåòðè÷åñêîé

ôîðìå îòðàæàåò ðèñ. 1 — ôîòîãðàôèÿ îáëàñòè êîíòàê-

òà. Çäåñü ïîëóýëëèïñ ABC îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü êîí-

òàêòà ïåðåäíåé ïîëóñôåðû èíäåíòîðà ñ êîíòðòåëîì,

â òî÷êàõ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ íàãðóçêè. Òûëü-

íàÿ ÷àñòü îáëàñòè êîíòàêòà, îãðàíè÷åííàÿ ïîëóýëëèï-

ñîì ADC, îáðàçîâàíà äàâëåíèåì êàíàâêè âñëåäñòâèå

óïðóãîãî âîññòàíîâëåíèÿ äåôîðìèðîâàííîãî ìàòåðèà-

ëà êîíòðòåëà.

Èññëåäîâàíèÿ äâèæóùåãîñÿ êîíòàêòà òåë, ïåðâî-

íà÷àëüíî ñîïðèêàñàþùèõñÿ â òî÷êå, âàæíû äëÿ ðåøå-

íèÿ ïðîáëåìû ïîâûøåíèÿ ñîïðîòèâëÿåìîñòè äåòàëåé

ìàøèí è ìåõàíèçìîâ èçíîñó è ðàçðóøåíèþ. Â ðàáîòàõ

[7, 8] ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ ñëó-

÷àåâ ñêîëüæåíèÿ æåñòêîé ñôåðû ïî ïîâåðõíîñòè óïðó-
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà

îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (äîãîâîð ¹ 02.G25.31.0016) â ðàì-

êàõ ðåàëèçàöèè Ïîñòàíîâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ ¹ 218.
2

Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷å-

ñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü, Ðîññèÿ; e-mail: tms2@pstu.ru

B

C

D
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Ðèñ. 1. Ôîòîãðàôèÿ îáëàñòè êîíòàêòà

ñôåðè÷åñêîãî àëìàçíîãî èíäåíòîðà, îá-

ðàçóþùåéñÿ ïðè åãî ñêîëüæåíèè ïî ïî-

âåðõíîñòè âàëèêà äèàìåòðîì 40 ìì èç

ñòàëè 40Õ (160 HB ). Ñèëà ïðèæàòèÿ èí-

äåíòîðà P = 100 Í; ðàäèóñ îñíîâàíèÿ

èíäåíòîðà R = 3,2 ìì



ãîïëàñòè÷åñêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà è ñæàòèÿ äâóõ

óïðóãèõ òåë ñ ðàçâèòèåì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

â îäíîì èç íèõ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòèõ

çàäà÷, âûïîëíèì ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îá-

ùåãî ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ

òâåðäûõ òåë â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå êîíòàêòíîé

çàäà÷è.

Óïðóãèé èíäåíòîð ñ íåïëîñêèì ýëëèïòè÷åñêèì

â ïëàíå îñíîâàíèåì ïîä äåéñòâèåì ñèë P è Q ïðè îò-

ñóòñòâèè ñèë òðåíèÿ ïåðåìåùàåòñÿ ïî íåïëîñêîé

ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ â ïîñëåä-

íåì ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà ñ îáðàçîâàíèåì

íà èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà êàíàâêè.

Íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçè ïàðàìåòðîâ

îáëàñòè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà êîíòðòåëà ñ ñè-

ëàìè P è Q, ïðèëîæåííûìè ê èíäåíòîðó, ãåîìåòðè-

÷åñêèìè è ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ òåë.

Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçìåðû ñîïðèêàñàþùèõñÿ òåë çíà-

÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ïëîùàäêó èõ êîíòàêòà, ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó ñêîëüæåíèÿ ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ïîëó-

ïðîñòðàíñòâó óïðóãîãî èíäåíòîðà ñ îñíîâàíèåì, îãðà-

íè÷åííûì ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïñîèäà ñ ðàäèóñàìè

êðèâèçíû â ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèÿõ, ðàâíûìè

ñðåäíèì ðàäèóñàì R1 è R2 êðèâèçíû îáîèõ èñõîäíûõ

òåë.

Ïðè ñîâïàäåíèè ïëîñêîñòåé ãëàâíûõ êðèâèçí ýòèõ

òåë ñðåäíèå ðàäèóñû R1 è R2 íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ

óðàâíåíèé:

1 1 1

1 11 12
R R R

� � ;
1 1 1

2 21 22
R R R

� � , (1)

ãäå R11, R21, R12 è R22 — ðàäèóñû êðèâèçíû â ãëàâíûõ

íîðìàëüíûõ ñå÷åíèÿõ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé èí-

äåíòîðà è êîíòðòåëà. Åñëè ãëàâíûå íîðìàëüíûå ñå÷å-

íèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé êîíòàêòèðóåìûõ òåë íå

ñîâïàäàþò, ðàäèóñû R1 è R2 âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì ââå-

äåíèÿ îáùåé äëÿ òåë ñèñòåìû êîîðäèíàò [9].

Äëÿ êîíêðåòèçàöèè çàäà÷è ïîëàãàåì, ÷òî ñêîëü-

æåíèå èíäåíòîðà ïî ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà îñóùå-

ñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàëîé îñè îáðàçóþùåéñÿ

ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòè êîíòàêòà. Â ýòîì ñëó÷àå

êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå òåë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå ñõåìû (ðèñ. 2), îòðàæàþùåé âûøåîïè-

ñàííûé ïðîöåññ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-

íèÿ êîíòðòåëà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êîí-

öåïòóàëüíîé ìîäåëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ òåë [7, 8] ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü

ñâåäåíà ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåí-

òîðà ñ îñíîâàíèåì ýôôåêòèâíîé ôîðìû. Äàííûé èí-

äåíòîð [10] äîëæåí èìåòü òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû (ôîðìó è ðàçìåðû) ñâîåãî îñíîâàíèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ ïðèëîæåíèå ñèë P è Q âûçûâàåò òîëüêî óïðóãîå

äåôîðìèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà. Ïðè ýòîì âå-

ëè÷èíà óïðóãîãî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè

êîíòðòåëà ðàâíà óïðóãîìó ïåðåìåùåíèþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà îáðàçóþùåéñÿ

êàíàâêè ïðè óïðóãîé ðàçãðóçêå ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ

äåéñòâèÿ ñèë P è Q íà ðåàëüíûé èíäåíòîð.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ òåë ýôôåêòèâíàÿ ôîðìà îñíîâàíèÿ ãèïîòåòè-

÷åñêîãî èíäåíòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîïðÿæåííûå

â ïëîñêîñòè Y = 0 ïîâåðõíîñòè äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

òåë (ðèñ. 3). Ïåðåäíÿÿ ÷àñòü îñíîâàíèÿ èíäåíòîðà
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Ðèñ. 2. Ñõåìà ñêîëüæåíèÿ óïðóãîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî èíäåíòîðà ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó: —— — ñõåìà ñêîëüæå-

íèÿ èíäåíòîðà íà k-é èòåðàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è; – · – · – — ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòè÷åñêîãî ñëåäà íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè íà k-é èòåðàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è; – – – — ñõåìà íà÷àëüíîãî êîíòàêòà ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà ñ

ïîëóïðîñòðàíñòâîì ïåðåä âûïîëíåíèåì k-é èòåðàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (êðèâèçíà îñíîâàíèÿ èíäåíòîðà â ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíè-

ÿõ ðàâíà ñðåäíåé êðèâèçíå ïîâåðõíîñòåé ëóíêè ïëàñòè÷åñêîãî îòïå÷àòêà è ïåðåäíåãî ïîëóýëëèïñîèäà îñíîâàíèÿ èíäåíòîðà, íàéäåí-

íîé íà k – 1 èòåðàöèè)



(â íàïðàâëåíèè åãî ïåðåìåùåíèÿ) îãðàíè÷åíà ïîâåðõ-

íîñòüþ ýëëèïñîèäà

x

R R R

y

R

z

R

p

k k k

p

k

p

k

2

1 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )�

� � � (2)

ñ ðàäèóñàìè êðèâèçíû R
k

1

( )
è R

k

2

( )
â ãëàâíûõ íîðìàëü-

íûõ ñå÷åíèÿõ Y = 0 è X = 0, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ðàäèóñàì ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé îñíî-

âàíèÿ ðåàëüíîãî èíäåíòîðà ðàäèóñàìè êðèâèçíû R1 è

R2 è ïîëóëóíêè íà÷àëà îáðàçóþùåéñÿ êàíàâêè ðàäèó-

ñàìè R
k

1ë

( )
è R

k

2ë

( )
. Çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ êðèâèçíû R

k

1ë

( )
è

R
k

2ë

( )
îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé èíòåíñèâíîñòè äåôîð-

ìàöèè ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà â îáëàñòè ABC

êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 1). Òûëüíàÿ ÷àñòü îñíîâàíèÿ ãèïî-

òåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ ýë-

ëèïñîèäà

x

R R R

y

R

z

R

e

k

e e

2

1 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2

1
( )

�

� � � (3)

ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû R
k

1

( )
â ñå÷åíèè Y = 0 åãî îñíîâà-

íèÿ è ðàäèóñîì êðèâèçíû R2 â ñå÷åíèè X = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

ïðîöåññà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

êîíòðòåëà ñêîëüçÿùèì ðåàëüíûì èíäåíòîðîì çàêëþ-

÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ðàäèóñîâ êðèâèçíû R
k

1

( )
è R

k

2

( )

â ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèÿõ Y = 0 è X = 0 îñíîâà-

íèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà (ñì. ðèñ. 3). Ðàäèóñû

R
k

1

( )
è R

k

2

( )
îñíîâàíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà

íàéäåì [7], ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ

óïðóãîñòè [11] ïî àëãîðèòìó âûïîëíåíèÿ äâóõ (k è l )

èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Â k-ïðîöåññå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì çàâèñèìîñòè ói = Ô(åi ), (ói è åi — èíòåíñèâíîñòè

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè) âûÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïëà-

ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â òî÷êàõ îáëàñòè ABC

íàãðóçêè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â l-ïðîöåññå ïî âåëè÷è-

íå äåôîðìàöèè åi âû÷èñëÿþòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû óïðóãîñòè G* è ì* ìàòåðèàëà

ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïî êîòîðûì äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ

çíà÷åíèÿ R
k

1

( )
è R

k

2

( )
îñíîâàíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èí-

äåíòîðà äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè k-ïðî-

öåññà. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè î÷åðåäíîé k-é èòåðàöèè

äëÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âîçíèêàåò

ñèòóàöèÿ, êîãäà ñêîëüæåíèå ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåí-

òîðà ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó íå âûçûâàåò ïëàñòè÷åñêîãî

òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â îáëàñòè êîíòàêòà ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ R
k

1

( )
è R

k

2

( )
ýôôåêòèâíîé ôîðìû èíäåíòîðà ñ÷èòà-

åòñÿ çàêîí÷åííûì.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷å

ñêîëüæåíèÿ óïðóãîãî èíäåíòîðà ñ ýëëèïñîèäàëüíûì

îñíîâàíèåì ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ïîëóïðîñòðàí-

ñòâó ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

P p x y s

s

�

��
( , ) ,d Q p x y

n y

n z
s

s

�

��
( , )

cos( , )

cos( , )
d (4)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

�
z

z s

p x y z s
�

�

� �

�

�

�

0, ;

( , ), ,
(5)

ãäå p (x, y ) — íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà

ïîâåðõíîñòè s ïîëóïðîñòðàíñòâà; n — íîðìàëü ê ïî-

âåðõíîñòè îñíîâàíèÿ èíäåíòîðà â òî÷êå (x, y, z ) îáëàñ-

òè åãî êîíòàêòà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì (ñì. ðèñ. 3); óz —

íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, â òî÷êàõ îáëàñòè êîíòàêòà íà

îñè êîîðäèíàò X ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè

äëÿ íàïðÿæåíèé óz:

óz| y � 0 = óz| y 	 0. (6)

Èñõîäÿ èç ðàáîò [9, 12], äëÿ ëþáîé k-é èòåðà-

öèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñêîëüæåíèÿ èíäåíòîðà ïî óïðó-

ãîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó ñ ïàðàìåòðàìè óïðóãîñòè E*,

�������	�
���
�������
�����������	��������������� �� ��������� �� ��

Ðèñ. 3. Ìîäåëü îñíîâàíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà, ñêîëüçÿ-

ùåãî ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó



G*, ì* íàïðÿæåíèÿ óz îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè

îòíîøåíèÿìè:
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(7)

ãäå P
p

k( )
è P

e

k( )
— ñîñòàâëÿþùèå íîðìàëüíîé ñèëû P,

äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû èíäåíòîðà â îáëàñòè íàãðóç-

êè è ðàçãðóçêè ñîîòâåòñòâåííî; a(k), b
p

k( )
, b

e

k( )
— ïîëó-

îñè ïîëóýëëèïñîâ êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 2).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (6)
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( ) ( ) max
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� �

� �

ãäå p
k

max
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— ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå â îáëàñòè êîíòàêòà.

Ïîëóîñè a(k), b
p

k( )
, b

e

k( )
ïîëóýëëèïñîâ êîíòàêòà,

ïîëíîå ä(k) è óïðóãîå �
e

k( )
ñáëèæåíèÿ òåë îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
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( )

k

k

k
G

�

�1
(ì1 è G1 — ïàðàìåòðû

óïðóãîñòè èíäåíòîðà — êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è

ìîäóëü ñäâèãà; 

*

( )k
, G

k

*

( )
— ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû

óïðóãîñòè êîíòðòåëà, âû÷èñëåííûå íà k-ì øàãå èòåðà-

öèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è); áa, áä è �

�
e

k( )
—

ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòîâ e è e
e

k( )
ïîëóýëëèïñîâ ABC

è ADC êîíòàêòà:
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ïîëóýëëèïñîâ

îáëàñòè êîíòàêòà íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé [9]
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Ïðèâåäåííûå â óðàâíåíèÿõ (7) – (11) a(k), b(k), ä(k) è

äðóãèå ïàðàìåòðû âçàèìîäåéñòâèÿ òåë îïðåäåëÿþòñÿ

âåëè÷èíîé èíòåíñèâíîñòè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äå-

ôîðìàöèè  

   

i

k i

k
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k
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k
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( ) ( ) ( )
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3
ò.å. ñðåäíèì çíà÷å-

íèåì èíòåíñèâíîñòåé äåôîðìàöèè  
i

k

0

( )
,  

ia

k( )
,  
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k( )
â

òî÷êàõ x = y = 0, x = a, y = bp îáëàñòè íàãðóçêè. Ïðè

ýòîì êàæäàÿ èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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â êîòîðîé íàïðÿæåíèÿ �
ij

k( )
â òî÷êàõ x = y = 0, x = a,

y = bp ïîëóýëëèïñà ÀÂÑ êîíòàêòà âûðàæàþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì [12]:
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Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (12) âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿ-

æåíèé, ïîëó÷èì
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Â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ïåðåìåííûå ïàðàìåòðû

óïðóãîñòè G
k

*

( )
è 


*

( )k
â òî÷êàõ x = y = 0, x = a, y = bp

ïîëóýëëèïñà ÀÂÑ êîíòàêòà âû÷èñëåíû ñ çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèîííîãî l-ïðîöåññà.

Ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå p
k

max

( )
â îáëàñòè êîíòàêòà ìî-

æåò áûòü íàéäåíî èç óñëîâèé (4), (5). Ïîäñòàâèâ âûðà-

æåíèÿ (7) â ïåðâîå èç óñëîâèé (4) è âûïîëíèâ èíòåã-

ðèðîâàíèå ïî ïëîùàäêå êîíòàêòà ABCD, ïîëó÷èì
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Èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèè  
i

k( )
â îáëàñòè êîíòàê-

òà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïëà-

ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà êîíòðòåëà íà k-é èòåðà-

öèè ïðîöåññà óòî÷íåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âçàèìî-

äåéñòâèÿ ðåàëüíûõ òåë.

Ïðè îòñóòñòâèè íà ïåðâîé èòåðàöèè (k = 1) ïëà-

ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ( 
i

k( )
< ås, ås — ïðåäåë òåêó÷åñòè

ìàòåðèàëà êîíòðòåëà) èìååò ìåñòî óïðóãîå äåôîðìè-

ðîâàíèå êîíòðòåëà ïðè ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà ïðè çà-

äàííûõ ñèëàõ P è Q. Â ýòîé ñèòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïî ñîîòíîøåíèÿì (8) – (10), â êîòîðûõ ïåðåìåííûå ïà-

ðàìåòðû óïðóãîñòè êîíòðòåëà ðàâíû èõ èñõîäíûì çíà-

÷åíèÿì: 

*
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*

( )1
= G2.

Åñëè íà âûïîëíÿåìîé k-é èòåðàöèè (k > 1) ñêîëü-

æåíèå ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåíòîðà ñ ðàäèóñàìè êðè-
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îñíîâàíèÿ âûçûâàåò ïëàñòè÷åñêîå
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ïðèâåäåííîìó âûøå àëãîðèòìó âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷å-
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ñêîãî èíäåíòîðà äëÿ âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé k + 1 èòå-

ðàöèè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâòîðíîå ïðè-

ëîæåíèå ñèë P è Q ê èíäåíòîðó ñ ðàäèóñàìè R
k

1
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R
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îñíîâàíèÿ, óñòàíîâëåííîìó â ïîëóëóíêó íà÷àëà

îáðàçîâàííîé íà k-é èòåðàöèè êàíàâêè, ïðèâîäèò

òîëüêî ê óïðóãîìó äåôîðìèðîâàíèþ êàíàâêè, íå âû-

çûâàÿ ñêîëüæåíèå èíäåíòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

óïðóãîãî êîíòàêòà òàêîãî èíäåíòîðà ñ îñòàòî÷íûì

ïëàñòè÷åñêèì ñëåäîì íà k-é èòåðàöèè èìååì

a P R
k

a p
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w
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( ) ( )
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w h w w
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(16)

ãäå w(k) — ïîëíîå ïåðåìåùåíèå èíäåíòîðà; h(k) — ãëó-

áèíà êàíàâêè; w
k

1

( )
è w

k

2

( )
— ïåðåìåùåíèÿ èíäåíòîðà

âñëåäñòâèå ñîáñòâåííîãî óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è

óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êàíàâêè.

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (8) è (14) ñ ó÷åòîì ôîð-

ìóë (9), (11), à òàêæå

R
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(17)

ãäå (

� �

� �

( )

*

( )

k

k
� �

�

�

1
1 2

1

— (18)

ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè G* è ì*

ìàòåðèàëà êîíòðòåëà (0 � ù(k)
� 1).

Íàðÿäó ñ âûðàæåíèåì (14) èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïî-

ñòðîåíèé (ñì. ðèñ. 2) èìååì

a R R h w w
k k k k

e

k

a

k

a

k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ( )] ,� � � � � �

1

2

1 1 2

2
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ãäå w
a

k

1

( )
è w

a

k

2

( )
— óïðóãèå ñìåùåíèÿ òî÷êè x = a ïî-

âåðõíîñòè èíäåíòîðà è ñîïðÿæåííîé ñ íåé òî÷êè x = a

ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà êîíòóðà ýëëèïòè÷åñêîé ïëî-

ùàäêè êîíòàêòà [9]:
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(20)

Ïðèðàâíÿâ âûðàæåíèÿ (14) è (19) ñ ó÷åòîì ôîðìóë

(15) – (17), (20), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

h
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k

e

k
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(21)

N-ÿ èòåðàöèÿ k-ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è, íà êî-

òîðîé íà÷èíàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé  
i

n( )
� ås,

R R
n n

1 1

1( ) ( )
�

�

, R R
n n

2 2

1( ) ( )
�

�

, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé îïåðà-

öèåé ïîñòðîåíèÿ ñêîëüçÿùåãî ãèïîòåòè÷åñêîãî èí-

äåíòîðà ñ ðàäèóñàìè êðèâèçíû R
n

1

( )
è R

n

2

( )
îñíîâàíèÿ,

âûçûâàþùåãî òîëüêî óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå ïî-

âåðõíîñòè êîíòðòåëà. Åå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò

îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòè
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êîíòàêòà, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî-

ñòàíîâêè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ïðè

îòíîñèòåëüíîì ñêîëüæåíèè äâóõ òåë ñ íåëèíåéíûìè

ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿìè.

Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ êðèâèçíû R
n

1

( )
,

R
n

2

( )
ýôôåêòèâíîé ôîðìû èíäåíòîðà ñîîòíîøåíèÿ (1)

è (17) ïðèíèìàþò âèä

1 1 1

1
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(22)

ãäå ôóíêöèÿ ù ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè

èìååò ñóììàðíîå (íàêîïëåííîå ïðè âûïîëíåíèè n – 1

èòåðàöèé k-ïðîöåññà) çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êî-

íå÷íîé n-é èòåðàöèè ñ ó÷åòîì (13) è (22) ñîîòíîøåíèÿ

(9), (14) – (16) è (21) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
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w
e1

1

1 2

�
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�

� �

� ; w
e2

2

1 2

�

�

�

� �

� ; w = h + w1 + w2. (25)

Â ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòÿõ çíà÷åíèå ýêñöåíòðè-

ñèòåòà e íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (11)

äëÿ îòíîøåíèÿ R2 �R1 ðàäèóñîâ, âû÷èñëåííûõ ïî ôîð-

ìóëàì (1) äëÿ èñõîäíûõ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ êðèâèçíû

êîíòàêòèðóåìûõ òåë. Ýêñöåíòðèñèòåò ee íàõîäèòñÿ

èç ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (11), ëåâàÿ ÷àñòü êî-

òîðîãî èìååò âèä R2(1 – ù)�R1. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ

âçàèìîñâÿçè ñèëû Q ñ ïàðàìåòðàìè îáëàñòè êîíòàêòà

âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ (4),

ïðåíåáðåãàÿ â âûðàæåíèè cos( , ) cos( , )n y n z = y�z ìà-

ëûìè âåëè÷èíàìè ïåðâîãî è áîëåå ïîðÿäêîâ, ò.å. ïîëà-

ãàÿ cos( , ) cos( , )n y n z = y�R2 â òî÷êå (x, y, z ) îñíîâàíèÿ

èíäåíòîðà. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

(4) ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøåïðèâåäåííûõ çàâèñè-

ìîñòåé ïîëó÷èì
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. (26)

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáùåé ïî îòíîøå-

íèþ ê ÷àñòíûì çàäà÷àì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

òåë ñ íà÷àëüíûì êàñàíèåì â òî÷êå. Ê íèì, ïðåæäå âñå-

ãî, îòíîñÿòñÿ çàäà÷è î ñæàòèè äâóõ òåë, ñêîëüæåíèè

îäíîãî èç íèõ ïî ïîâåðõíîñòè äðóãîãî â óñëîâèÿõ ðàç-

âèòèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé â îáîèõ òåëàõ, óïðóãîïëà-

ñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â îäíîì èç íèõ ñ îáðàçîâàíèåì

êðóãîâîé, ýëëèïòè÷åñêîé è áîëåå ñëîæíîé ïî ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ôîðìå îáëàñòè êîíòàêòà. Åñòåñòâåííî, ÷òî

âûáðàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è äîëæåí

îáåñïå÷èâàòü è ðåøåíèå ÷àñòíûõ îòíîñÿùèõñÿ ê äàí-

íîìó êëàññó çàäà÷. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

ïðîâåðêè âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîé

ìåòîäîì ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè îáùåé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ ðåøå-

íèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷ ïðèìåíèòåëüíî ê èñ-

ñëåäîâàíèþ äèíàìèêè âíåäðåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî èí-

äåíòîðà ïðè åãî ñêîëüæåíèè ïî ïîâåðõíîñòè êîíòðòå-

ëà è ñòàòè÷åñêîì ñæàòèè òåë â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ ìà-

ëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ïðèâåäåííûå

ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò îá èõ ñõîäèìîñòè ñ äàí-

íûìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòàõ [3, 5, 7 è äð.]. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è ìåòîäîì ïå-

ðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ïîçâîëÿåò ðàññìàò-

ðèâàòü òàêæå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî

äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòðòåëà èíäåíòîðîì, ïðè êîòîðîì

âåëè÷èíà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà ïîðÿäîê è

áîëåå ïðåâûøàåò óïðóãèå äåôîðìàöèè, ò.å. êîãäà â

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ù ) 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè îï-

ðåäåëåíèè ïî ôîðìóëå fäåô = Q�P äåôîðìàöèîííîé ñî-

ñòàâëÿþùåé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïðè ñêîëüæåíèè ïî

ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà æåñòêîãî ñôåðè÷åñêî-

ãî èíäåíòîðà â óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà èìå-

åì: R1 = R2 = R; e = 0; í1 = 0; ù ) 1; ee ) 1; í* = *;

äe = 0. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (26) äëÿ ñèëû Q, ïîëó-

÷èì fäåô = Q�P = 0 53, ,h R ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòà-

òîì ðàáîòû [3].

Äëÿ îöåíêè àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

áûëè âûïîëíåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáëàñòè ñêîëüçÿùåãî êîí-

òàêòà íà öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöàõ äèàìåòðîì 20 –
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Ðèñ. 4. Äèíàìèêà âíåäðåíèÿ èíäåíòîðà ðàäèóñîì R = 1,2 ìì

â êîíòðòåëî èç ñòàëè 40Õ (55 HRC) â çàâèñèìîñòè îò ñèëû ïðè-

æàòèÿ òåë: —— — ñêîëüæåíèå èíäåíòîðà; – – – — ñòàòè÷åñêîå

ñæàòèå òåë; 1 — ïîëíîå âíåäðåíèå w; 2 — óïðóãàÿ ñîñòàâëÿ-

þùàÿ ä
e

âíåäðåíèÿ w; 3 — ãëóáèíà h ïëàñòè÷åñêîãî ñëåäà



40 ìì è ïëàñòèíàõ èç ñòàëåé 40Õ òâåðäîñòüþ 160 HB è

55 HRC è äóðàëþìèíà Ä16Ò (130 HB ). Â êà÷åñòâå èí-

äåíòîðà ïðèìåíÿëèñü àëìàçíûå ñôåðè÷åñêèå âûãëà-

æèâàòåëè ðàäèóñîì 1,2; 2,4 è 3,2 ìì. Â îïûòàõ èçìåðÿ-

ëèñü íîðìàëüíàÿ P è êàñàòåëüíàÿ Q ñèëû, ãåîìåòðè÷å-

ñêèå ïàðàìåòðû îáëàñòè êîíòàêòà [13] ñ çàïèñüþ ïðî-

ôèëîãðàìì ïîâåðõíîñòè îñòàâëÿåìûì èíäåíòîðîì

ïëàñòè÷åñêîãî ñëåäà â åãî ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Â âû-

÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå â êà÷åñòâå çàâèñèìîñòè

ói = Ô(åi) ìàòåðèàëà êîíòðòåëà èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü

íåóïðî÷íÿåìîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ñ ïàðàìåò-

ðàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è

îïûòíûå äàííûå âëèÿíèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåò-

ðû îáëàñòè êîíòàêòà íîðìàëüíîé ñèëû P ïðèæàòèÿ àë-

ìàçíîãî âûãëàæèâàòåëÿ ðàäèóñîì 2,4 ìì ê ïîâåðõíî-

ñòè öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà äèàìåòðîì 20 ìì èç ñòà-

ëè 40Õ (160 HB ) ïðè íåïîäâèæíîì èíäåíòîðå (êðè-

âûå 1, 2 ) è åãî ñêîëüæåíèè (êðèâûå 3, 4 ). Ïîëó÷åííûå

çàâèñèìîñòè óêàçûâàþò, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè òåë â

óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â òî÷êàõ

îáëàñòè êîíòàêòà îäíîãî èç íèõ èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ

ñâÿçü ìåæäó ïîëíûì ñáëèæåíèåì òåë w è ñèëîé P êàê

ïðè ñòàòè÷åñêîì ñæàòèè òåë, òàê è ïðè îòíîñèòåëüíîì

èõ ñêîëüæåíèè (ñì. ðèñ. 4, 5, à). Îäíàêî â îòëè÷èå îò

ñæàòèÿ òåë, ãäå èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó

ãëóáèíîé h ïëàñòè÷åñêîãî îòïå÷àòêà è ñèëîé P, ïðè

ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà ñóùåñòâóåò íåëèíåéíàÿ çàâè-

ñèìîñòü ãëóáèíû îñòàâëÿåìîé èíäåíòîðîì êàíàâêè íà

ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà îò ñèëû. Ýòà íåëèíåéíîñòü

ñâÿçè ìåæäó h è P â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ïðîÿâëÿåòñÿ

ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ ñáëèæåíèÿ òåë w, ïðè êîòîðûõ

óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëíîãî ñáëèæåíèÿ òåë ïðåâû-

øàåò èëè îäíîãî ïîðÿäêà ñ ãëóáèíîé îáðàçóþùåéñÿ

êàíàâêè è îáóñëàâëèâàåò çíà÷èòåëüíóþ ïëîùàäü ïîëó-

ýëëèïñà îáëàñòè óïðóãîé ðàçãðóçêè ìàòåðèàëà êîíòð-

òåëà.

Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 5, á ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëü-

ñòâóþò î íåçàâèñèìîñòè õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ïîëó-

îñåé îáëàñòè êîíòàêòà îò âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ òåë

(ñæàòèÿ èëè îòíîñèòåëüíîãî ñêîëüæåíèÿ). Íåñêîëüêî

çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïî îòíî-

øåíèþ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáóñëîâëåíû íåó÷åòîì

óïðî÷íåíèÿ äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà êîíòðòåëà.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà ïëîùàäü êîíòàêòà ïðè ìàëûõ óïðóãîïëàñ-

òè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ êîíòðòåëà íå çàâèñèò îò âèäà

âçàèìîäåéñòâèÿ òåë è èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêî-
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Ïàðàìåòðû ìîäåëè íåóïðî÷íÿåìîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà

Ìàòåðèàë Òâåðäîñòü

Ìîäóëü

óïðóãîñòè,

ÌÏà

Êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà

Ïðåäåë

òåêó÷åñòè

å
s

40Õ 55 HRC 220 000 0,35 0,005

40Õ 160 HB 220 000 0,35 0,0017

Ä16Ò 130 HB 71 000 0,31 0,0045
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Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ îáëàñòè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî

êîíòàêòà òåë ïðè èõ ñæàòèè è îòíîñèòåëüíîì ñêîëüæåíèè:

à — w — ïîëíîå ñáëèæåíèå òåë ïðè ñæàòèè (êðèâàÿ 1 ) è ïðè

ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà (êðèâàÿ 3 ); h — ãëóáèíà ïëàñòè÷åñêîãî

îòïå÷àòêà ïðè ñæàòèè (êðèâàÿ 2 ) è ãëóáèíà êàíàâêè ïðè ñêîëü-

æåíèè èíäåíòîðà (êðèâàÿ 4 );

á — a, b
p

— ïîëóîñè ïîëóýëëèïñà îáëàñòè íàãðóçêè êîíòðòåëà

ïðè ñæàòèè òåë (êðèâûå 1, 2 ) è ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà (êðèâûå

3, 4 ); çíà÷êè — ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âåëè÷èí h, a, b
p

îá-

ëàñòè ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà
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Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîùàäè óïðóãîïëàñòè÷å-

ñêîãî êîíòàêòà òåë ïðè èõ ñæàòèè è îòíîñèòåëüíîì ñêîëüæåíèè:

à — ïëîùàäü S óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà òåë ïðè ñêîëüæå-

íèè èíäåíòîðà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ïðè ñæàòèè òåë (�); �— ýê-

ñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïëîùàäè ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà; 1 —

40Õ (55 HRC); 2 — 40Õ (160 HB ); 3 — Ä16Ò (130 HB ); á — îò-

íîøåíèå ïëîùàäåé Sñê�Sñò êîíòàêòà ïðè ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà

R = 2,4 ìì è ñæàòèè òåë ïðè ïëàñòè÷åñêîì (1, 2 ) è óïðóãîïëà-

ñòè÷åñêîì (3 ) äåôîðìèðîâàíèè êîíòðòåëà: 1 — Ä16Ò; 2 — 40Õ

(160 HB )



íó îò ñèëû äàâëåíèÿ èíäåíòîðà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè

äåôîðìèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ðèñ. 6, à).

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé

äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòðòåëà, ïðè êîòîðîì óïðóãîé ñî-

ñòàâëÿþùåé âíåäðåíèÿ èíäåíòîðà ïî îòíîøåíèþ ê

ïëàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëíîãî âíåäðåíèÿ èí-

äåíòîðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âûïîëíåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå äëÿ òàêîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàëî, ÷òî

ïðè ñêîëüæåíèè è ñòàòè÷åñêîì âíåäðåíèè èíäåíòîðà

â ñëó÷àå ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòðòåëà

ïëîùàäü êîíòàêòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèëîé ñæàòèÿ òåë,

òàê è âèäîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðèâåäåííûå íà

ðèñ. 6, á äàííûå ðàñ÷åòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïëàñòè-

÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè êîíòðòåëà ñ óâåëè÷åíèåì

ñèëû äàâëåíèÿ èíäåíòîðà ïëîùàäü ñêîëüçÿùåãî êîí-

òàêòà óâåëè÷èâàåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ïëîùàäü

íåïîäâèæíîãî êîíòàêòà. Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü óâå-

ëè÷åíèÿ ïëîùàäè ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà Sñê�Sñò ïîä÷è-

íÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò ñèëû äàâëå-

íèÿ èíäåíòîðà, ñòðåìÿñü ê ñâîåé àñèìïòîòå Sñê�Sñò = 1.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàáîòû [3] ïðè

ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ

â îáëàñòè êîíòàêòà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíî ðåøåíèå êîíòàêòíîé

óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíîãî ñêîëüæå-

íèÿ äâóõ óïðóãèõ òåë, îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíûìè

ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ìå-

òîäîì ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòü ïðîöåññ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìè-

ðîâàíèÿ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà ñêîëüçÿ-

ùèì èíäåíòîðîì íà÷èíàÿ îò óñëîâèé óïðóãîãî êîíòàê-

òà äî ðàçâèòèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà çíà÷èòåëüíûõ ïëà-

ñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî ðàçðà-

áîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ òåë êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî àäåêâàòíî

îòðàæàåò ôèçè÷åñêóþ ñóùíîñòü ïðîöåññà óïðóãîïëà-

ñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòðòåëà ñêîëüçÿùèì

èíäåíòîðîì.
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