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Öåëü äàííîé ðàáîòû — àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíñîëüíîé

ñèñòåìå «ïëåíêà – ïîäëîæêà». Â áàëî÷íîì ïðèáëèæåíèè ïðîâåäåí àíàëèç äåôîðìàöèé

êîíñîëüíîé ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà» ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ

ïðè íàíåñåíèè ïëåíêè. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâîé è ëèíåéíîé

äåôîðìàöèé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ ïîäëîæ-

êè è ïëåíêè. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíîé ôîðìóëû Ñòîíè ïîëó÷åííàÿ àâòîðàìè ôîðìóëà

äëÿ óãëîâîé äåôîðìàöèè êîíñîëüíîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

òîëùèí ïëåíêè è ïîäëîæêè. Ôîðìóëà Ñòîíè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåí-

íîé ôîðìóëû ïðè òîëùèíàõ ïëåíêè, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøèõ òîëùèíû ïîäëîæ-

êè. Îöåíåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íà óãëîâóþ è ëèíåéíóþ äåôîðìà-

öèþ êîíñîëè, à òàêæå íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â ñèñòåìå «ïëåíêà – ïîäëîæêà».

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òîëùèíà ïîäëîæêè â 100 ðàç ïðåâûøàåò òîëùèíó ïëåíêè, òî óãëî-

âàÿ äåôîðìàöèÿ èçìåíÿåòñÿ ïðèìåðíî â äâà ðàçà ïðè äâóêðàòíîì èçìåíåíèè îòíîøå-

íèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû èçìåðèòåëüíûå âîçìîæíîñòè êîíñîëüíîãî

ïðåîáðàçîâàòåëÿ íàïðÿæåíèé â ïëåíêå â óãëîâóþ äåôîðìàöèþ êîíöà êîíñîëè. Äàíû

îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ïëåíêè

è ïîäëîæêè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåðàâíîìåðíîñòè íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ïëåíêè

íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü êîíñîëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû

äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðèìåíèìû äëÿ èçó÷åíèÿ òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé

è íàïðÿæåíèé â ñèñòåìå «ïëåíêà – ïîäëîæêà». Äëÿ ýòîãî â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ íà-

ïðÿæåíèå â ïëåíêå ñëåäóåò çàìåíèòü ïðîèçâåäåíèåì ìîäóëÿ óïðóãîñòè íà èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû è ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïëåíêè è

ïîäëîæêè.
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òåëü; ÷óâñòâèòåëüíîñòü.
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The purpose of this publication is analysis of the stress-strain state in the console system “film – sub-

strate.” Deformations of the cantilever system “film – substrate” under the impact of stresses occur-

ring upon film deposition are analyzed in beam approximation. General formulas are derived to calcu-

late the angular and linear deformation of the system at various values of the module of elasticity of the

materials of the substrate and film. In contrast to the well-known Stoney formula, the expression ob-

tained in this paper for the angular deformation of the cantilever system is valid for different values of

the film and substrate thickness. The Stoney formula is the limiting case of the derived general for-

mula valid when the thickness of the film is several orders of magnitude less than the substrate thick-

ness. The influence of various elastic moduli on the angular and linear deformation of the console, as

well as on the stress distribution in the “film – substrate” system, is estimated. It is shown that if the

substrate thickness is 100 times larger than the film thickness, the angular deformation changes ap-

proximately by a factor of two at 2-fold change in the ratio the moduli of elasticity. The measuring capa-

bilities of the cantilever converter of stresses in the film into the angular deformation of the end of the

console are analyzed. The sensitivity of the converter is estimated as a function of the ratio of film and

substrate thicknesses. It is shown that the obtained expressions for the displacements and stresses can

be used in studying temperature deformations and stresses in the “film – substrate” system. To do this,

the stress in the film should be replaced by the product of the modulus of elasticity and the tempera-
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ture change and the difference in the coefficients of thermal expansion of the materials of the film and

substrate.

Keywords: substrate; deposition, film; mechanical stress; cantilever beam; angular deformation; lin-

ear deformation; instrument converter; sensitivity.

Èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, âîçíè-

êàþùèõ â òîíêîé ïëåíêå, íàíîñèìîé íà ïîâåðõ-

íîñòü íåêîòîðîé ïîäëîæêè, ñòàëè àêòóàëüíûìè â

ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ìèêðîýëåêòðîíèêè, ïîëóïðî-

âîäíèêîâîé ïëåíî÷íîé òåíçîìåòðèè, òåõíîëîãèé

àíòèêîððîçèîííûõ ïîêðûòèé è íàïëàâîê [1 – 3].

Âîïðîñ î ðàçðóøàþùèõ íàïðÿæåíèÿõ â ãàëüâà-

íè÷åñêèõ ïîêðûòèÿõ ðàññìàòðèâàëè åùå â íà÷à-

ëå XIX âåêà [4, 5]. Îñíîâíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåíèé â ïëåíêàõ — êîñâåííûå, îñíîâàíû

îíè íà èçìåðåíèè äåôîðìàöèé ñèñòåìû «ïëåí-

êà – ïîäëîæêà» [6, 7], îáóñëîâëåííûõ ýòèìè íà-

ïðÿæåíèÿìè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ íå-

îáõîäèìû îáîñíîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíî-

øåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè

ñèñòåìû ïðè ðàçíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîé-

ñòâàõ è òîëùèíàõ ïëåíêè è ïîäëîæêè [8].

Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîëó÷åíèå â áàëî÷íîì

ïðèáëèæåíèè îáùèõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó èñ-

õîäíûìè íàïðÿæåíèÿìè â ïëåíêå è ëèíåéíûìè

è óãëîâûìè äåôîðìàöèÿìè êîíñîëüíîé ñèñòåìû,

â êîòîðûõ íå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà òîë-

ùèíû è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà (ìîäóëè

óïðóãîñòè, êîýôôèöèåíòû òåïëîâîãî ëèíåéíîãî

ðàñøèðåíèÿ). Äðóãîé çàäà÷åé ÿâèëîñü ïîëó÷åíèå

îáùåé ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ óðàâíîâåøåííûõ

íàïðÿæåíèé â ïëåíêå è ïîäëîæêå â ñîñòîÿíèè ïî-

ñëå íàíåñåíèÿ ïëåíêè, êîãäà íàïðÿæåíèÿ â íåé

ðåëàêñèðóþò â ðåçóëüòàòå âûçâàííîé èìè äåôîð-

ìàöèè ñèñòåìû.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà áàëêà òîëùèíîé h, æåñòêî

çàäåëàííàÿ ñ äâóõ ñòîðîí. Íà âåðõíþþ ïîâåðõ-

íîñòü áàëêè íàíåñåíà ïëåíêà òîëùèíîé t, ìåíü-

øåé, ÷åì òîëùèíà ïîäëîæêè. Ïîñêîëüêó äåôîð-

ìàöèÿ áàëêè çàïðåùåíà, òî íàïðÿæåíèÿ ó0 —

âíóòðåííèå, «ìîíòàæíûå» — âîçíèêàþò òîëüêî

â ïëåíêå â ïðîöåññå íàïûëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè ïðèìåì, ÷òî ýòè íàïðÿæåíèÿ ñæèìàþùèå è

ïîñòîÿííû ïî òîëùèíå è äëèíå ïëåíêè. Îïîðíûå

ðåàêöèè íå ðàâíû íóëþ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ âëèÿ-

íèÿ âåñà áàëêè ïëîñêîñòü, íà êîòîðóþ íàíîñÿò

ïëåíêó, ðàñïîëàãàþò âåðòèêàëüíî, èçãèá áàëêè

ïðîèñõîäèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ðàçíûìè ìîäóëÿìè

óïðóãîñòè ïëåíêè Et è ïîäëîæêè Eh. Äëÿ óäîá-

ñòâà àíàëèçà ïðèìåì, ÷òî Et = E, Eh = âE.

Åñëè óáðàòü ïðàâóþ çàäåëêó AB, òî ñæàòàÿ

ïëåíêà íà÷íåò ðàñïðÿìëÿòüñÿ è äåôîðìèðîâàòü

ñèñòåìó «ïëåíêà – ïîäëîæêà», êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 2. Áàëêà — ïîäëîæêà ïîä äåéñòâèåì ïëåíêè

íà÷íåò èçãèáàòüñÿ è ðàñòÿãèâàòüñÿ â íàïðàâëå-

íèè ñâîåé îñè. Ñå÷åíèå AB ïåðåìåñòèòñÿ â ïîëî-

æåíèå A1B1. Â ñèëó ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé

îíî îñòàíåòñÿ ïëîñêèì, íî ñìåñòèòñÿ âäîëü öåí-

òðàëüíîé îñè íà Ä0 è ïîâåðíåòñÿ íà óãîë è. Îïîð-

íûå ðåàêöèè èñ÷åçíóò. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû áóäåò

ðàâíîâåñíûì — íàïðÿæåíèÿ â ïëåíêå óðàâíî-

âåñÿòñÿ íàïðÿæåíèÿìè â ïîäëîæêå.

Êàæäîå âîëîêíî ñ êîîðäèíàòîé y ïðåòåðïèò

óäëèíåíèå (èëè ñæàòèå) íà Ä, ïðè÷åì

Ä = Ä0 + èy. (1)

Èñõîäíîå íàïðÿæåíèå â ïëåíêå ó0 ñòàíåò ðàâíûì

óx, íî îñòàíåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Â ïîäëîæêå âîç-

íèêíóò íàïðÿæåíèÿ óx1 è óx2, ïðè÷åì íàïðÿæå-

íèÿ â âåðõíèõ ñëîÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê ïëåíêå, áó-

äóò ïîëîæèòåëüíûìè, à â íèæíèõ ñëîÿõ — îòðè-

öàòåëüíûìè (ñì. ðèñ. 2).

×òîáû îïèñàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â áà-

ëî÷íîé ñèñòåìå «ïëåíêà – ïîäëîæêà», äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ Ä0 è è â ñâÿçè ñ íàïðÿæåíè-
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åì ó0 [9 – 11]. Ðåçîííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàïðÿ-

æåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ïëåíêå, áóäóò èíâàðèàíò-

íû ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ íà ïîâåðõ-

íîñòè ïîäëîæêè. Ïîýòîìó èñõîäíîå íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå ïëåíêè — äâóõîñíîå ñæàòèå. Â ñèëó

ýòîãî äîïóùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè áàëêè èñõîä-

íîå ñæàòèå ïëåíêè áóäåò ðàâíî
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ãäå ì — êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿ-

íèÿ y0 îò öåíòðàëüíîé îñè äî íèæíåãî êðàÿ ïîä-

ëîæêè (ñì. ðèñ. 2):
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Y(â, h, t) = t4 + â2h4 + 6âh2t2 + 4âh3t + 4âht3. (9)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ y0, Ä0 è è ïîëó÷åíû

áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåðû h è t.

Îöåíèì âëèÿíèå ðàçëè÷èÿ ìîäóëåé óïðó-

ãîñòè â = 0,3 – 3,0 íà ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè

y0, óäëèíåíèå Ä0 è óãîë è, ïðèíÿâ, ÷òî h = 0,1 ìì,

t = 0,001 ìì, L = 50 ìì, ó0 = 200 ÌÏà, ì = 0,3

è E = 105 ÌÏà. Íà ðèñ. 3, à ïîêàçàíî âëèÿíèå â

íà ïîëîæåíèå öåíòðàëüíîé îñè y0, îòíåñåííîå

ê òîëùèíå ïîäëîæêè h. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè

çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ h è t îòíîñèòåëüíîå ïîëî-

æåíèå y0/h öåíòðà òÿæåñòè èçìåíÿåòñÿ îò 0,5 äî

0,516. Èç ðèñ. 3, á âèäíî âëèÿíèå â íà îòíîñè-

òåëüíîå óäëèíåíèå Ä0/t öåíòðàëüíîé îñè êîíñîëü-

íîé ñèñòåìû. Èçìåíåíèå â îò 0,3 äî 3,0 ïðèâîäèò

ê óìåíüøåíèþ Ä0/t îò 2,3 äî 0,23.

Âëèÿíèå â íà óãëîâóþ äåôîðìàöèþ è ïîêàçà-

íî íà ðèñ. 3, â: óãëîâàÿ äåôîðìàöèÿ èçìåíÿåòñÿ

îò 0,8 äî 7,1 ãðàäóñîâ.

Ïðè ðàâíûõ ìîäóëÿõ óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ

ïîäëîæêè è ïëåíêè (â = 1) ôîðìóëà (9) ïðåîáðà-

çóåòñÿ â

Y(h, t) = (h + t)4, (10)

à ôîðìóëû (6), (7) è (8) ïðèîáðåòàþò ñîîòâåò-

ñòâåííî âèä

y h t
0

1

2
� �( ), (11)
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Ðèñ. 3. Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè íà ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ «ïëåíêà – ïîäëîæêà»

(à), îñåâîå óäëèíåíèå êîíñîëüíîé ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà» (á), óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà êîíñîëüíîé

ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà» (â)
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Îñåâûå íàïðÿæåíèÿ â ðàâíîâåñíîé ñèñòåìå

(ñì. ðèñ. 2) âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëàì
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(14)

ãäå y0, Ä0 è è — ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíå-

íèÿìè (6), (7) è (8) ñîîòâåòñòâåííî.

Èññëåäóåì âëèÿíèå â íà ýïþðó îñåâûõ íà-

ïðÿæåíèé, ïðèíÿâ h = 0,1 ìì è t = 0,01 ìì.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ýïþðû, âû÷èñëåííûå äëÿ

çíà÷åíèé â, ðàâíûõ 1,0, 0,3 è 3,0.

Äîñòîâåðíîñòü ýïþð íà ðèñ. 4 ïîäòâåðæäà-

åòñÿ òåì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ óðàâíîâåøåíû. Ïðè-

íÿâ, ÷òî øèðèíà êîíñîëüíîé ïëàñòèíû b = 5 ìì

è â = 3, ïîëó÷èì ñóììó íàïðÿæåíèé â ðàâíîâåñ-

íîì ñîñòîÿíèè, ðàâíóþ �( )y b y

y

h y t

d

�

� �

&
�

0

0

6 · 10–15 Í,

à ñóììó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, ðàâíóþ

�( )y by y

y

h y t

d

�

� �

&
�

0

0

9 · 10–13 Äæ. È ñóììà íàïðÿæåíèé,

è ñóììà ìîìåíòîâ ïðàêòè÷åñêè ðàâíû íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó ñî

ñòîðîíû ïëåíêè, Px = ó0(1 – ì)tb = 7 Í, à èçãè-

áàþùèé ìîìåíò

M bhtz � �

1

2
1

0
� )( ) = 3,5 · 10–4 Äæ.

Ýïþðû íà ðèñ. 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî óðîâåíü íà-

÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ó0 â ïëåíêå ñíèæàåòñÿ îò

èñõîäíûõ 200 äî 60 – 120 ÌÏà ïðè îòíîøåíèè

òîëùèí ïëåíêè è ïîäëîæêè, ðàâíîì 0,1. Ñíèæå-

íèå îòíîøåíèÿ òîëùèí äî 0,01, íåñîìíåííî, ïðè-

âåäåò ê ìåíüøåé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé â ïëåí-

êå çà ñ÷åò äåôîðìàöèè âñåé ñèñòåìû «ïëåíêà –

ïîäëîæêà».

Ýïþðû (ñì. ðèñ. 4) ñäâèíóòû îòíîñèòåëüíî

äðóã äðóãà, ÷òî îáóñëîâëåíî ñäâèãàìè öåíòðà òÿ-

æåñòè ñå÷åíèÿ ñ èçìåíåíèåì â è, ñîîòâåòñòâåííî,

ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 2).

Ôîðìóëû (8) è (13) ÿâëÿþòñÿ ñòàòè÷åñêèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè êîíñîëüíîãî èçìåðèòåëüíîãî

ïðåîáðàçîâàòåëÿ íàïðÿæåíèÿ ó0 â óãëîâîå ïåðå-

ìåùåíèå è. Èçìåðèâ óãîë è, ìîæíî îöåíèòü óðî-

âåíü íàïðÿæåíèé ó0 â ïëåíêå:
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)
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E h t

htL
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. (15)

Íî ÷àùå èçìåðÿþò íå óãîë è, à ïðîãèá êîíöà

áàëêè w = èL/2, ïîýòîìó

�

)
0

3

23 1
�

�

�

E h t w

htL

( )

( )
. (16)

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåîáðà-

çîâàòåëÿ íàïðÿæåíèÿ ó0 â ïðîãèá v èñïîëüçóþò

áàëêó äëèíîé (L + a), ïðè÷åì ïëåíêó íàíîñÿò

òîëüêî íà ó÷àñòîê áàëêè äëèíîé L (ðèñ. 5).

Ïðîãèá v êîíöà óäëèíåííîé áàëêè çàâèñèò îò

óãëà è:

v
L a

�

��

�

 

!

"

#+

2

2
(17)
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Ðèñ. 4. Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè íà ýïþ-

ðó îñåâûõ íàïðÿæåíèé â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êîíñîëü-

íîé ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà»: â ðàâíî 1,0 (1), 0,3 (2),

3,0 (3)

L

w

a

v

è

è

Ðèñ. 5. Óäëèíåííàÿ êîíñîëüíàÿ ñèñòåìà



è

�

)
0

3

3 2 1
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htL l a
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. (18)

Ïðè a = L ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàòåëÿ

óâåëè÷èâàåòñÿ â òðè ðàçà.

Äëÿ ñíèæåíèÿ âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ

ñ ïåðåõîäîì îò ó÷àñòêà ñ ïëåíêîé ê ó÷àñòêó ïîä-

ëîæêè áåç ïëåíêè, äëèíà ó÷àñòêà êîíñîëè ñ ïëåí-

êîé L äîëæíà áîëåå ÷åì â 10 ðàç ïðåâûøàòü øè-

ðèíó ïëåíêè b.

×óâñòâèòåëüíîñòü çàâèñèò íå òîëüêî îò ïðî-

äîëüíûõ ðàçìåðîâ áàëêè, íî è îò ðàçìåðîâ ïîïå-

ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà».

Èç ôîðìóëû (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t � h ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà òîëùèíå

ïëåíêè t è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó

òîëùèíû ïîäëîæêè h. Îäíàêî âûáîð îïòèìàëü-

íûõ ðàçìåðîâ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ òåõíîëîãè-

÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè ýêñïåðèìåíòàòîðà ïðè

ïîäãîòîâêå ïîäëîæêè.

Âñå ðàíåå ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàïðÿæåíèå â ïëåíêå

ïîñòîÿííî è íå èçìåíÿåòñÿ ïî åå òîëùèíå.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè íàïðÿæå-

íèé â ïëåíêå íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå

ñîñòîÿíèå ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà» ïðèìåì,

÷òî â = 1 è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèå â ïëåíêå ëè-

íåéíî çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y (ñì. ðèñ. 2):

� �( ) ,y K y h y
t

� � � � �
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�
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"
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(19)

ãäå K — íàêëîí ýòîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèìåì êâàäðàòè÷íóþ çàâè-

ñèìîñòü

� �( ) ( ) ,y A y h y
t

� � � � �
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3
(20)

ãäå A — êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Âûáîð âèäà ôîðìóë (19) è (20) îáóñëîâëåí

òåì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé ïî ýòèì

ôîðìóëàì ðàâíî ó0 è ýòî îáåñïå÷èâàåò èññëåäîâà-

íèå âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî òîë-

ùèíå ïëåíêè íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü èçìåðèòåëüíî-

ãî êîíñîëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû òðè ðàñïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåíèé â ïëåíêå ïðè h = 0,1 ìì, t =

= 0,01 ìì, ó0 = 100 ÌÏà, K = 100 ÌÏà/t è A =

= 150 ÌÏà/t2.

Ïîäñòàâèâ ïîî÷åðåäíî ó(y) ïî ôîðìóëàì (19)

è (20) â âûðàæåíèÿ (4) è (5) è ðåøèâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ óãëîâûõ ïåðå-

ìåùåíèé ïîëó÷èì îáùóþ ôîðìóëó âëèÿíèÿ íå-

ðàâíîìåðíîñòè íàïðÿæåíèé â ïëåíêå:

+

) �

�

� �

�

( ) ( )

( )
,

1 6
0

3

tL h D

E h t
(21)

ãäå D = Kt2 äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ è D = At3 — äëÿ

âòîðîãî. Âèäíî, ÷òî èññëåäîâàííàÿ íåðàâíîìåð-

íîñòü íàïðÿæåíèé â ïëåíêå ïðèâîäèò ê ðîñòó

óãëà è. Ôîðìóëû äëÿ y0 è Ä0 íå èçìåíÿþòñÿ.

Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå óãëà è ïîä äåé-

ñòâèåì íåðàâíîìåðíîñòè íàïðÿæåíèé ñîñòàâëÿåò

-

�

�

D

h6
0

. (22)

Â ïåðâîì ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ë = 0,17 % âî

âòîðîì — ë = 2,5 %. Çíà÷åíèÿ ë îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíû h è íåëèíåéíî çàâèñÿò îò òîëùèíû

ïëåíêè t, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè àíàëèçå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íà ïðåäìåò âîçìîæ-

íûõ ïîãðåøíîñòåé.

Ðåøåíèÿ (6), (7) è (8) ïîëó÷åíû äåôîðìàöè-

îííûì ìåòîäîì [10, 11], ò.å. òðåáîâàëîñü íàéòè

òàêèå çíà÷åíèÿ y0, Ä0 è è, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-

þò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3), (4) è (5). Ôîðìóëó (13),

ñëåäñòâèå ôîðìóëû (8), ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèëîâîãî ïîäõîäà, ïðèíÿòîãî

â ñîïðîòèâëåíèè ìàòåðèàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé ïî ñå÷åíèþ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1 èçãèáàþùèé ìîìåíò îòíîñè-

òåëüíî öåíòðàëüíîé îñè

M by y
bht

z

h t

h t

� � � �

�

�

�

&

2

2

0

0
1

1

2
� )

� )

( )
( )

.d (23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî è = (MzL)/(EIz), à îñåâîé ìîìåíò

èíåðöèè Iz = b(h + t)3/12, ïîëó÷àåì ñ èñïîëüçîâà-

íèåì (23) ôîðìóëó (13) äëÿ è.
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ íàïðÿæåíèé ïî òîëùè-

íå ïëåíêè: 1 – 3 — ïîñòîÿííîå, ëèíåéíî èçìåíÿþùååñÿ è

íåëèíåéíî èçìåíÿþùååñÿ íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî



Ñ ìîìåíòà íàïèñàíèÿ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû

[4] ïðîøëî áîëåå 100 ëåò, íî åå ïðèìåíèìîñòü ïî-

ñòîÿííî ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ [5, 8]. Äëÿ ýòîãî

åñòü íåêîòîðûå îñíîâàíèÿ. Â ðàáîòå [4, ñ. 174]

ïåðâàÿ íåîöèôðîâàííàÿ ôîðìóëà çàïèñàíà â ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò, íå ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì òÿæåñòè

ñå÷åíèÿ, âòîðàÿ — íå ó÷èòûâàåò èçìåíåíèÿ

íàïðÿæåíèé â ïëåíêå â ïðîöåññå äåôîðìèðî-

âàíèÿ ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà». Â ðàáîòå

[5, ñ. 2919] ôîðìóëà (1) äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåí-

òà òàêæå çàïèñàíà â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ ñåðåäè-

íîé òîëùèíû ïîäëîæêè, à íå ñ öåíòðîì òÿæåñòè

âñåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó îíà îòëè÷à-

åòñÿ îò ôîðìóëû (23), ïðèâåäåííîé âûøå.

Íà ñàìîì äåëå àâòîðû ðàáîò [4, 5] ïîñòàâèëè

è ðåøèëè çàäà÷ó — îöåíèòü íàïðÿæåíèÿ â òîí-

êèõ ïëåíêàõ â ñâÿçè ñ ïàðàìåòðàìè äåôîðìàöèè

ñèñòåìû «ïëåíêà – ïîäëîæêà». Ðàñ÷åòû ïî èõ

ôîðìóëàì äàþò ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè

î÷åíü ìàëûõ îòíîøåíèÿõ òîëùèí ïëåíêè è ïîä-

ëîæêè. Èõ ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëîé (16)

ïðè ïðåíåáðåæåíèè â íåé òîëùèíîé ïëåíêè ïî

ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé ïîäëîæêè:

�

)
0

2

23 1
�

�

Eh w

tL ( )
. (24)

Íî ôîðìóëà (16) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ òîëùèí

ïëåíêè t è ïîäëîæêè h, à ôîðìóëà (24) äàåò íå

íóëåâîé, à êîíå÷íûé ïðîãèá ïðè çíà÷åíèÿõ òîë-

ùèíû t, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ òîëùèíó h.

Ïîýòîìó ôîðìóëû (8), (13) è (16) ñëåäóåò ïðè-

çíàòü áîëåå ïðèåìëåìûìè.

Â ðàáîòàõ [1, 8] ñïðàâåäëèâî îòìå÷åíî, ÷òî

ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæå-

íèé â ñëîèñòîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü ðàçëè÷èå êî-

ýôôèöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëîâ

ïëåíêè (át) è ïîäëîæêè (áh) ïðè èçìåíåíèè òåì-

ïåðàòóðû íà ÄT ïðè ïåðåõîäå îò ïðîöåññà íàíå-

ñåíèÿ ïëåíêè ê ðàáî÷åìó ñîñòîÿíèþ. Â ýòîì ñëó-

÷àå ðîëü ó0 âûïîëíÿåò ïðîèçâåäåíèå

.
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' '

)

t h
E T

1

êîòîðûì íóæíî çàìåíèòü ó0 â ôîðìóëàõ (8) èëè

(13) äëÿ óãëîâûõ äåôîðìàöèé. Ôîðìóëà (7) äëÿ

óäëèíåíèÿ áàëêè ïðèìåò âèä
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(25)

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ íà-

ïðÿæåíèé ôîðìóëó (14) ñëåäóåò çàïèñàòü â ñëå-

äóþùèõ âèäàõ:
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(26)

Äëÿ ñîâìåñòíîãî ó÷åòà íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé

ó0 è ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ÄT íåîáõîäèìî ó0 çàìå-

íèòü íà (ó0 + Ó).

Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî òåìïåðàòóðíûå

íàïðÿæåíèÿ (26) â òîíêîé ïëåíêå ìîãóò äîñòè-

ãàòü (áh – át)EÄT. Íàïðèìåð, íàïðÿæåíèÿ â òè-

òàíîâîé ïëåíêå òîëùèíîé 0,001 ìì, îñàæäåííîé

íà ìåäíóþ ïîäëîæêó òîëùèíîé 0,1 ìì, ïðè ðàç-

íîñòè êîýôôèöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

0,8 · 10–6 1/°C è èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû âñåãî íà

1 °C ðàâíû ~0,8 ÌÏà. Áåç ó÷åòà ýòîãî îáñòîÿ-

òåëüñòâà ìîãóò âîçíèêíóòü ïîãðåøíîñòè â èç-

ìåðåíèÿõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé â ïëåíêå,

îáóñëîâëåííûõ òåõíîëîãèåé íàíåñåíèÿ ïëåíêè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü òåõ-

íîëîãè÷åñêîé êîìïåíñàöèè èñòèííî âíóòðåííèõ

íàïðÿæåíèé òåìïåðàòóðíûìè íàïðÿæåíèÿìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî â òîíêèõ ïëåíêàõ

ðàâíîâåñíûå íàïðÿæåíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò

ïðîèñõîæäåíèÿ íå ìåíÿþò çíàê (ñì. ðèñ. 4) è

ëèøü íåñêîëüêî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè ïðèáëèæå-

íèè ê ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè. Íàïðÿæåíèÿ â ïðå-

äåëàõ òîëùèíû ïëåíêè íà÷èíàþò ìåíÿòü çíàê

ëèøü ïðè òîëùèíå ïëåíêè, ïðèìåðíî ðàâíîé ïî-

ëîâèíå òîëùèíû ïîäëîæêè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå

ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â áàëî÷íîì ïðèáëèæåíèè.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ òðåáóåòñÿ

ïðèâëå÷åíèå òåîðèè ãèáêèõ ñòåðæíåé è ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ.
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