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Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà îöåíèâàíèÿ òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåê-

òîðàìè ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Ýòè ñëó÷àéíûå âåêòîðû ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå ìíîãî-

ìåðíûå íåïðåðûâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ

êîýôôèöèåíòà òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè. Îí âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè óñëîâíûõ ðåãðåññèé ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷åíà áîëåå ïðîñòàÿ

ôîðìóëà, âûðàæåííàÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè êàæäîãî èç ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ è îïðåäåëè-

òåëü èõ îáúåäèíåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåííûé êîýôôèöèåíò ñîîòâåòñòâóåò âñåì îñíîâ-

íûì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ìåðå òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àé-

íûìè âåêòîðàìè. Äàííûé ïîäõîä èìååò ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êàíîíè-

÷åñêèõ êîððåëÿöèé. Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôàêòè÷åñêóþ òåñíîòó âçàèìîçàâèñèìîñòè

ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè. Êðîìå òîãî, îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è ïðè íåëèíåéíûõ

êîððåëÿöèîííûõ çàâèñèìîñòÿõ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Ââåäåííàÿ

ìåðà äîñòàòî÷íî ïðîñòî èíòåðïðåòèðóåìà è ìîæåò ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíÿòüñÿ íà ðåàëü-

íûõ âûáîðêàõ äàííûõ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæ-

äó ãàóññîâñêèìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.
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The problem of assessing tightness of the interdependence between random vectors of different

dimensionality is considered. These random vectors can obey arbitrary multidimensional continuous

distribution laws. An analytical expression is derived for the coefficient of tightness of the interdepen-

dence between random vectors. It is expressed in terms of the coefficients of determination of condi-

tional regressions between the components of random vectors. For the case of Gaussian random vec-

tors, a simpler formula is obtained, expressed through the determinants of each of the random vectors

and determinant of their association. It is shown that the introduced coefficient meets all the basic re-

quirements imposed on the degree of tightness of the interdependence between random vectors. This

approach is more preferable compared to the method of canonical correlations providing determination



of the actual tightness of the interdependence between random vectors. Moreover, it can also be used in

case of non-linear correlation dependence between the components of random vectors. The measure

thus introduced is rather simply interpretable and can be applied in practice to real data samplings.

Examples of calculating the tightness of the interdependence between Gaussian random vectors of dif-

ferent dimensionality are given.

Keywords: random vector; interdependence; measure; differential entropy; index of determination;

correlation matrix.

Ïðèðîäà ìíîãîìåðíà, è îäíîìåðíûå ìåòîäû ñòà-

òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ìàëî-

ýôôåêòèâíûìè ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ ÿâëåíèé

[1]. Îñíîâíàÿ öåëü ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêî-

ãî àíàëèçà — âûÿâëåíèå õàðàêòåðà è ñòðóêòóðû

âçàèìîñâÿçåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè èññëåäóåìîãî

ìíîãîìåðíîãî ïðèçíàêà [2 – 4]. Â ðàìêàõ ýòîé

öåëè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîáëåìà êîëè÷åñ-

òâåííîãî îöåíèâàíèÿ òåñíîòû ñîâìåñòíîé âçàè-

ìîñâÿçè (êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè) ìåæäó

ìíîãîìåðíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà

ëèøü ÷àñòè÷íî — äëÿ ñëó÷àÿ òåñíîòû âçàèìîñâÿ-

çè ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Äëÿ

ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ïðåäëîæåíà [5]

ñêàëÿðíàÿ ìåðà — êîýôôèöèåíò òåñíîòû ñîâìå-

ñòíîé ëèíåéíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè, ðàâíûé

De, m(X) = 1 – |RX|1/m, (1)

ãäå X = (X1, X2, ..., Xm) — ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå è êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó RX.

Äëÿ îöåíêè êàê ëèíåéíîé, òàê è íåëèíåéíîé

âçàèìîçàâèñèìîñòè ïðåäëîæåí [6] êîýôôèöèåíò

de, m(X) = 1 – exp[– 2I(X)/m], (2)

ãäå I(X) = H(
~

)X – H(X) — ðàçíîñòü äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ýíòðîïèé ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
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i
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òîðîé ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè è èìåþò

òå æå ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî è Xi.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ôîðìóëû (2) ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíîê äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ýíòðîïèé, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ îöåíè-

âàòü ïî îãðàíè÷åííûì âûáîðêàì îäíîìåðíûå è

ìíîãîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé íåïðå-

ðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðåçóëüòàò — íèç-

êàÿ òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòà de(X).

Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (2)

ëèøü äëÿ ìîäåëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà çàêîíû ðàñ-

ïðåäåëåíèé èçâåñòíû çàðàíåå. Â öåëÿõ ïðàêòè÷å-

ñêîé ðåàëèçàöèè âìåñòî (2) ïðåäëîæåíà [7] ýêâè-

âàëåíòíàÿ åé ôîðìóëà
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— èíäåêñû äåòåðìèíàöèè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé,

k = 2, 3, ..., m. Âîïðîñû íåïàðàìåòðè÷åñêîãî îöå-

íèâàíèÿ èíäåêñîâ äåòåðìèíàöèè ïî ìíîãîìåð-

íûì âûáîðî÷íûì äàííûì ðàññìîòðåíû â [8].

Ïðåäëîæåííàÿ â [5, 6] íîðìèðîâêà (âîçâåäå-

íèå â ñòåïåíü 1/m) ôîðìàëüíî íå îáîñíîâàíà

äàæå äëÿ ñîâìåñòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà X èìååì [9]
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ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà I(X) íå çàâèñèò â ÿâíîé

ôîðìå îò ðàçìåðíîñòè m âåêòîðà X. Ïîýòîìó íà-

ðÿäó ñ (1) è (3) ïðåäñòàâëÿþòñÿ îïðàâäàííûìè

ôîðìóëû

De(X) = 1 – |RX|, (4)
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Êðîìå îöåíêè òåñíîòû âçàèìîñâÿçè ìåæäó

êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, íåîáõîäèìî

òàêæå îöåíèâàòü òåñíîòó âçàèìîçàâèñèìîñòè

ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè. Âî ìíîãèõ ïðèëî-

æåíèÿõ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ áûâàåò íåñêîëü-

êî. È âîçíèêàåò çàäà÷à îöåíêè ñâÿçè ìåæäó íàáî-

ðîì èçìåðÿåìûõ (âõîäíûõ) ïåðåìåííûõ X è èí-

òåðåñóþùèìè íàñ ñâîéñòâàìè (âûõîäíûìè ïåðå-

ìåííûìè) Y [1, 10]. Åñëè ÷èñëî âûõîäíûõ ïåðå-

ìåííûõ áîëåå îäíîé, òî òåñíîòó êîððåëÿöèîííîé

ñâÿçè ìåæäó ãðóïïàìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïå-

ðåìåííûõ îöåíèâàþò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êàíîíè-

÷åñêèõ êîððåëÿöèé [11, 12]. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì ïàðíîé ëèíåéíîé êîððåëÿöèè è ïî-

çâîëÿåò íàõîäèòü ìàêñèìàëüíûå êîððåëÿöèîí-

íûå ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ãðóïïàìè ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Çàâèñèìîñòü îöåíèâàþò ñ ïîìîùüþ êàíî-

íè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âû÷èñëåííûõ êàê ëèíåé-

íûå êîìáèíàöèè èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ ïî êàæäîé

èç ãðóïï. Ýòè êàíîíè÷åñêèå âåëè÷èíû äîëæíû

ìàêñèìàëüíî êîððåëèðîâàòü ìåæäó ñîáîé, à èõ

÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ â ìåíü-

øåì ìíîæåñòâå (åñëè ÷èñëî ïåðåìåííûõ â íèõ íå

îäèíàêîâî). Äàííûé ìåòîä èìååò íåñêîëüêî ñó-

ùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, îí ðàññ÷è-

òàí òîëüêî íà ñëó÷àé, êîãäà âñå èññëåäóåìûå ïðè-
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çíàêè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ëèíåéíî, ÷òî ôàêòè-

÷åñêè ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñîâìåñòíîãî íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó êàæäîãî èç ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ. Âî-âòîðûõ, íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ

âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó êà-

íîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, â òî âðåìÿ êàê òðå-

áóåòñÿ îöåíèòü òåñíîòó ôàêòè÷åñêîé âçàèìîñâÿ-

çè, êîòîðàÿ ìîæåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Âìåñòå ñ íàëè÷èåì ìíî-

æåñòâà (èõ ÷èñëî ðàâíî ðàçìåðíîñòè âåêòîðà âû-

õîäíûõ ïåðåìåííûõ) îïðåäåëÿåìûõ êîýôôèöè-

åíòîâ êîððåëÿöèè ýòî âåñüìà çàòðóäíÿåò èíòåð-

ïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ, äåëàÿ åå ñëèøêîì îáùåé

è ìàëîèíôîðìàòèâíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â-òðåòüèõ, ïðåäñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-

ìåííûõ â âèäå òîëüêî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êà-

æäîé èç ãðóïï ïåðåìåííûõ òàêæå ñóùåñòâåííî

îãðàíè÷èâàåò ðåçóëüòàòû ìàêñèìèçàöèè. Â-÷åò-

âåðòûõ, òðåáóåòñÿ ÷òîáû m 4 l, ÷òî òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ åùå îäíèì îãðàíè÷åíèåì.

Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîïûòêà íà îñíîâå

ýíòðîïèéíîãî ïîäõîäà îáîáùèòü ìåðû (1) – (5) íà

ñëó÷àé îöåíêè òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæ-

äó äâóìÿ ãðóïïàìè ïåðåìåííûõ, óñòðàíèâ íåäîñ-

òàòêè è îãðàíè÷åíèÿ, ïðèñóùèå ìåòîäó êàíîíè-

÷åñêèõ êîððåëÿöèé.

Ïóñòü çàäàíû äâà ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåëåí-

íûõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðà X =

= (X1, X2, ..., Xm) è Y = (Y1, Y2, ..., Yl), ïðè÷åì

m > 1 è l > 1. Ââåäåì äëÿ íèõ âåêòîðû
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Ñêàëÿðíàÿ ìåðà de(X, Y) òåñíîòû âçàèìîçà-

âèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè X è Y

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì

òðåáîâàíèÿì:

1) 0 � de(X, Y) � 1;

2) de(X, Y) = 0 — ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñè-

ìîñòè ìåæäó X è Y;

3) de(X, Y) = 1 — îçíà÷àåò íàëè÷èå ôóíêöèî-

íàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòî-

ðàìè X è Y, ò.å. õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò âåêòî-

ðà Y ôóíêöèîíàëüíî (íå ñëó÷àéíûì îáðàçîì)

ñâÿçàíà ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà X;

4) de(X, Y) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé.

Ââåäåì âåëè÷èíó I(X, Y) = I(Z) – I(X) – I(Y),

ãäå I(Z) = H(
~

)Z – H(Z), I(X) = H(
~

)X – H(X), I(Y) =

= H(
~

)Y – H(Y).
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Î÷åâèäíî, ÷òî
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2
2

�
�
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�
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�

�

�

�

�

�

(6)

Ââåäåì êîýôôèöèåíò de(X, Y) òåñíîòû âçàè-

ìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè X

è Y:

de(X, Y) = 1 – e–2I(X, Y). (7)

Ñ ó÷åòîì (6) ôîðìóëà (7) ïðèìåò âèä

d Re Y X Xm

( , ) ( )
/ ...

X Y � � � �1 1
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2

�

�

�

�

�

�

3

1

1

1 1 1

1 1

2

2
2

R

R

Y X X Y Y

Y Y Yk

l

k m k

k k

/ ... ...

/ ...

. (8)

Ôîðìóëà (8) íå èìååò ÿñíîé èíòåðïðåòàöèè. Ïî-

ýòîìó ïðåîáðàçóåì åå ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ïðîèçâåäå-

íèå ñïðàâà â (8) íà ( )
/ ...

1

2

2

1 2 1

i

m

X X X X
R

i i

�

3 �
�

è ó÷èòû-

âàÿ (5), ïîëó÷èì

( )
/ ...

/ ... ...
1

1

11 1 2

1 2 1 2 12

2

�

�

�

�

R

R

R
Y X X X

Y X X X Y Y Y

Y

m
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k
/ ...Y Y Yk

l

k1 2 1

2
2

�

�
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�

� �

�

�

�

3 ( )( )

(

/ ... / ...

/ .

1 1

1

1 1 1

1

2 2

2

R R

R

X X X Y X X

i

m

X X

i i i m

i
.. / ...

) ( )
X

i

m

Y Y Y

k

l

i k k

R
� �

� �

3 3 �

�

1 1 1

2

2

2

2

1

� � �

�

3
�

( )
/ ... ...

1

2

2

1 1 1

k

l

Y X X Y Y
R

k m k
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�

�

� �

1

1 1

d

d d

e

e e

( )

( ( ))( ( ))
,

X Y

X Y

�

ñëåäîâàòåëüíî,

d
d

d d
e

e

e e

( , )
( )

( ( ))( ( ))
.X Y

X Y

X Y
� �

�

� �

1
1

1 1

�
(9)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ X è Y

çàïèøåì de(X) = De(X) = 1 – |RX|, de(Y) =

= De(Y) = 1 – |RY|, de(X � Y) = De(X � Y) =

= 1 – |RX � Y|, ò.å. ôîðìóëà (9) ïðèìåò âèä

D
R

R R
e ( , )

| |

| || |
.X Y

X Y

X Y

� �1
�

(10)

Ïðîâåðèì ñîîòâåòñòâèå êîýôôèöèåíòà

de(X, Y) òðåáîâàíèÿì 1) – 4).

Òåîðåìà. Ñêàëÿðíàÿ ìåðà de(X, Y) òåñíîòû

âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðà-

ìè X è Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 – 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [13], ÷òî 1 4

4
�

R
Y X X X Y Y Yk m k/ ... ...1 2 1 2 1

2
4 R

Y Y Y Yk k/ ...1 2 1

2

�

4 0, èëè

0 1 1 1
1 2 1 2 1 1 2 1

2 2
� � � � �

� �

R R
Y X X X Y Y Y Y Y Y Y

k m k k k
/ ... ... / ...

. (11)

Ïóñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ X è Y

îòñóòñòâóåò ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, ò.å. âñå èí-

äåêñû äåòåðìèíàöèè, âêëþ÷àÿ R
Y X X Xm1 1 2

2

/ ...
, ìåíü-

øå 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �k 4 2,

0

1

1
1

1 2 1 2 1

1 2 1

2

2
�

�

�

�
�

�

R

R

Y X X X Y Y Y

Y Y Y Y

k m k

k k

/ ... ...

/ ...

,

ò.å.
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1

11 1 2

1 2 1 2 12

2

� �

�

�

�
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/ ... ...
R

R

R
Y X X X

Y X X X Y Y Y

m

k m k

Y Y Y Yk

l

k k
/ ...

,

1 2 1

2
2

1

�

�

3 �

ñëåäîâàòåëüíî, 0 � de(X, Y) < 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íàëè÷èå ôóíêöèîíàëüíîé

ñâÿçè. Ïóñòü 5j 4 2, äëÿ êîòîðîãî R
Y Y Y Yj j/ ...1 2 1

2

�
+ 1,

ò.å. 1 – R
Y Y Y Yj j/ ...1 2 1

2

�

+ 0 — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

âåëè÷èíà. Ñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷èì, ÷òî

1
1 2 1 2 1

2
�

�

R
Y X X X Y Y Yj m j/ ... ...

— áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè-

÷èíà ïîðÿäêà íå íèæå, ÷åì 1
1 2 1

2– ,
/ ,... –

R
Y Y Y Yj j

ò.å.

0

1

1
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1 2 1 2 1

1 2 1
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2
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�
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�
�

�

R

R

Y X X X Y Y Y

Y Y Y Y

j m j
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Åñëè R
Y X X X Y Y Yj m j/ ... ...1 2 1 2 1
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2

�

<
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1

1
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2

2

�

�

�

�

R

R

Y X X X Y Y Y

Y Y Y Y

j m j

j j

/ ... ...

/ ...

= 0

è de(X, Y) = 1 — ñëó÷àé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-

ìîñòè ìåæäó îäíîé èëè íåñêîëüêèìè êîìïîíåí-

òàìè âåêòîðà Y è êîìïîíåíòàìè âåêòîðà X.

Åñëè R
Y X X Xm1 1 2

2

/ ...
+ 1, òî òàêæå de(X, Y) = 1 è

êîìïîíåíòà Y1 ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèò îò ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà X.

Èç ôîðìóëû (8) âèäèì, ÷òî ñëó÷àé

de(X, Y) = 0 âîçìîæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà R
Y X X Xm1 1 2

2

/ ...
= 0 è R

Y X X X Y Y Yk m k/ ... ...1 2 1 2 1

2

�

= 0, k =

= 2, 3, ..., l. Èç R
Y X X X Y Y Yk m k/ ... ...1 2 1 2 1

2

�

= 0 ñëåäóåò,

÷òî R
Y X X Xk m/ ,...1 2

2 = 0, k = 2,3, ..., l. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà Y íå çàâèñèò îò

âåêòîðà X, ò.å. èìååì ñëó÷àé íåçàâèñèìîñòè ìåæ-

äó âåêòîðàìè X è Y.

Ìåðà de(X, Y) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïåðåìåí-

íûõ R
Y X Xm1 1

2

/ ...
, R

Y X X Y Yk m k/ ... ...
,

1 1 1

2

�

R
Y Y Yk k/ ...

,
1 1

2

�

k =

= 2, 3, ..., l, êîòîðûå çàäàíû íà ãèïåðêóáå

[ ; ].0 1

1

2 1

i

l

�

�

3 Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü íà åãî âíó-

òðåííåé îáëàñòè U

i

l

�

�

�

3 ( ; ) .0 1

1

2 1

Î÷åâèäíî, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå âñå çíàìåíàòåëè ( )
/ ...

1
1 1

2
�

�

R
Y Y Yk k

â (8)

áóäóò áîëüøå íóëÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ de(X, Y)

îïðåäåëåíà âñþäó íà ìíîæåñòâå U, ñëåäîâàòåëü-

íî, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà U.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ âåëè÷èíà de(X, Y)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì 1 – 4.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöè-

åíòà de(X, Y).

1. Ââåäåì ñëó÷àéíûé âåêòîð

^
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^
,
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).Y Y Y
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Ïîñêîëüêó íîìåð j êîìïîíåíòû íå âëèÿåò íà âå-

ëè÷èíû de(X, Y) è de(X,
^

)Y , òî çàäàäèì áåç ïîòåðè

îáùíîñòè j = 1. Òîãäà

1

1

1

1

1 1
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2
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�
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d X Y
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^
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X Y
1,

îòñþäà 1 – de(X,
^

)Y < 1 – de(X, Y), ò.å. de(X,
^

)Y >

> de(X, Y).

2. Ïóñòü èìååì ñëó÷àéíûé âåêòîð
^
Y = (

^
Y

1
,

^
,Y

2
...,

^
),Y

l
äëÿ êîòîðîãî de(X �

^
)Y = de(X � Y) è

de (
^

)Y > de(Y). Òîãäà de(X,
^

)Y < de(X, Y).

3. Ïóñòü èìååì ñëó÷àéíûé âåêòîð
^
Y = (

^
Y

1
,

^
,Y

2
...,

^
),Y

l
äëÿ êîòîðîãî de(X �

^
)Y > de(X � Y) è

de (
^

)Y = de(Y). Òîãäà de(X,
^

)Y > de(X, Y).

4. Ïóñòü èìååì ñëó÷àéíûé âåêòîð
^
X = (

^
X

1
,

^
,X

2
...,

^
),X m

äëÿ êîòîðîãî de (
^

)X Y� = de(X � Y) è

de (
^

)X > de(X). Òîãäà de (
^

,X Y) < de(X, Y).

Ñâîéñòâà 2 – 4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò

èç (9).

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ de(X, Y) è De(X, Y) òàêæå

ìîæíî ââåñòè íîðìèðîâêó. Ïîñêîëüêó ðàçìåð-

íîñòè m è l ìîãóò ìåíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, íî

ñ ñîõðàíåíèåì ïðè ýòîì (m + l) ïîñòîÿííîé, òî

íîðìèðîâêó ïðîâåäåì îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ðàç-

ìåðíîñòè âåêòîðîâ, ðàâíîé (m + l)/2. Ïîýòîìó

ôîðìóëàì (8) – (10) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

âûðàæåíèÿ:

d
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1

2

�
(12)

Â öåëÿõ ëó÷øåé èíòåðïðåòèðóåìîñòè è íà-

ãëÿäíîñòè ðåçóëüòàòîâ èññëåäóåì ñëó÷àé ãàóññîâ-

ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ X è Y. Ðàññìîòðèì äâà

ïðèìåðà: m = l = 2 è m = l = 3.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2),

X � Y = (X1, X2, Y1, Y2). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çà-

äàäèì
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X Y6
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X X X Y X Y
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ïðè÷åì îïðåäåëèòåëè | |( )R
X

0 = 0,75, | |( )R
Y

0 = 0,75,

| |( )R
X Y�

0 = 0,226, êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè

(èìååì ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

ò.å. ëèíåéíûé âèä ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè)

	
Y X X1 1 2

2

/
= 0,52, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,25, 	

Y X X Y2 1 2 1

2

/
= 0,373.

Ñîãëàñíî (10), (12) ïîëó÷èëè De
( )( , )0 X Y = 0,599,

D
e, ,

( ) ( , )
2 2

0 X Y = 0,367.

Óâåëè÷èì òåñíîòó âçàèìîñâÿçè ìåæäó êîìïî-

íåíòàìè X2 è Y2 (çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ 	
X Y2 2

ñ 0,3 äî

0,9) ïðè ñîõðàíåíèè íåèçìåííûìè îñòàëüíûõ

çíà÷åíèé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû:
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2

/
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( )( , )1 X Y = 0,900, D

e, ,

( ) ( , )
2 2

1 X Y = 0,683. Ïîëó÷èëè

ðîñò òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó âåêòîðà-

ìè X è Y.

Òåïåðü äëÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ X è Y óìåíü-

øèì òåñíîòó êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó êîì-

ïîíåíòàìè Y (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 	
Y Y1 2

ñ –0,5 äî

–0,1), ñîõðàíèâ îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöè-

îííîé ìàòðèöû òåìè æå:
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åì òàêæå óâåëè÷åíèå òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìî-

ñòè ìåæäó X è Y.
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Óìåíüøèì äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ òåñíîòó

êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåê-

òîðà X (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 	
X X1 2

ñ 0,5 äî 0,1), ñî-

õðàíèâ îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû òåìè æå:
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01 1 0 5 0 3

07 0 5 1 01

0 6 0 3

�

�

�

� � �

�01 1,

,

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ïðè÷åì| |( )R
X

3 = 0,99,| |( )R
Y

3 = 0,99,| |( )R
X Y�

3 = 0,008,

	
Y X X1 1 2

2

/
= 0,677, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,01, 	

Y X X Y2 1 2 1

2

/
= 0,975,

De
( )( , )3 X Y = 0,992, D

e, ,

( ) ( , )
2 2

3 X Y = 0,910; òåñíîòà

âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó X è Y ñòàëà åùå âûøå.

Ïðèìåð 2. X = (X1, X2, X3), Y = (Y1, Y2, Y3),

X � Y = (X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3). Çàäàäèì, íà-

ïðèìåð,

R
X Y�
( )

, , , , ,

, , , , ,

, , ,
0

1 0 5 0 5 07 0 3 0 5

0 5 1 0 5 0 5 0 2 0 3

0 5 0 5 1 0
�

�

7 0 6 0 3

07 0 5 07 1 0 5 0 5

0 3 0 2 0 6 0 5 1 0 5

0 5 0 3 0 3 0

, ,

, , , , ,

, , , , ,

, , ,� , ,

,

5 0 5 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ãäå | |( )R
X

0 = 0,5, | |( )R
Y

0 = 0,5, | |( )R
X Y�

0 = 0,0137,

	
Y X X X1 1 2 3

2

/
= 0,655, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,25, 	

Y X X X Y2 1 2 3 1

2

/
=

= 0,396, 	
Y Y Y3 1 2

2

/
= 0,333, 	

Y X X X Y Y3 1 2 3 1 2

2

/
= 0,869.

Èìååì De
( )( , )0 X Y = 0,945, D

e, ,

( ) ( , )
3 3

0 X Y = 0,620.

Óâåëè÷èì òåñíîòó âçàèìîñâÿçè ìåæäó êîìïî-

íåíòàìè X3 è Y3 (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 	
X Y3 3

ñ 0,3 äî

0,45) ïðè ñîõðàíåíèè íåèçìåííûìè îñòàëüíûõ

çíà÷åíèé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû:

R
X Y�
( )

, , , , ,

, , , , ,

, , ,
1

1 0 5 0 5 07 0 3 0 5

0 5 1 0 5 0 5 0 2 0 3

0 5 0 5 1 0
�

�

7 0 6 0 45

07 0 5 07 1 0 5 0 5

0 3 0 2 0 6 0 5 1 0 5

0 5 0 3 0 4

, ,

, , , , ,

, , , , ,

, , ,� 5 0 5 0 5 1, ,

,

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ãäå | |( )R
X

1 = 0,5, | |( )R
Y

1 = 0,5, | |( )R
X Y�

1 = 0,00852,

	
Y X X X1 1 2 3

2

/
= 0,655, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,25, 	

Y X X X Y2 1 2 3 1

2

/
=

= 0,396, 	
Y Y Y3 1 2

2

/
= 0,333, 	

Y X X X Y Y3 1 2 3 1 2

2

/
= 0,918,

De
( )( , )1 X Y = 0,966, D

e, ,

( ) ( , )
3 3

1 X Y = 0,676. Ïîëó÷èëè

óâåëè÷åíèå òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó X

è Y.

Òåïåðü äëÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ X è Y óìåíü-

øèì òåñíîòó êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó êîì-

ïîíåíòàìè âåêòîðà Y (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 	
Y Y2 3

ñ

0,5 äî 0,1), îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ îñòàëüíûå çíà-

÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû:

R
X Y�
( )

, , , , ,

, , , , ,

, , ,
2

1 0 5 0 5 07 0 3 0 5

0 5 1 0 5 0 5 0 2 0 3

0 5 0 5 1 0
�

�

7 0 6 0 3

07 0 5 07 1 0 5 0 5

0 3 0 2 0 6 0 5 1 01

0 5 0 3 0 3 0

, ,

, , , , ,
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,
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�

�
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�
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�

�

�

�
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�

�

�

�

�

ãäå | |( )R
X

2 = 0,5, | |( )R
Y

2 = 0,54, | |( )R
X Y�

2 = 0,0132,

	
Y X X X1 1 2 3

2

/
= 0,655, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,25, 	

Y X X X Y2 1 2 3 1

2

/
=

= 0,396, 	
Y Y Y3 1 2

2

/
= 0,280, 	

Y X X X Y Y3 1 2 3 1 2

2

/
= 0,873,

De
( )( , )2 X Y = 0,951, D

e, ,

( ) ( , )
3 3

2 X Y = 0,634; òàêæå íà-

áëþäàåì ðîñò òåñíîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó

X è Y.

Óìåíüøèì äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ òåñíîòó

êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåê-

òîðà X (çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 	
X X2 3

ñ 0,5 äî 0,1), ñî-

õðàíèâ îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû òåìè æå:

R
X Y�
( )

, , , , ,

, , , , ,

, , ,
3

1 0 5 0 5 07 0 3 0 5

0 5 1 01 0 5 0 2 0 3

0 5 01 1 0
�

�

7 0 6 0 3

07 0 5 07 1 0 5 0 5

0 3 0 2 0 6 0 5 1 01

0 5 0 3 0 3 0

, ,

, , , , ,

, , , , ,
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,

5 01 1

�

�

�

�

�

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ãäå | |( )R
X

3 = 0,54, | |( )R
Y

3 = 0,54, | |( )R
X Y�

3 = 0,00339,

	
Y X X X1 1 2 3

2

/
= 0,721, 	

Y Y2 1

2

/
= 0,25, 	

Y X X X Y2 1 2 3 1

2

/
=

= 0,392, 	
Y Y Y3 1 2

2

/
= 0,280, 	

Y X X X Y Y3 1 2 3 1 2

2

/
= 0,963,

De
( )( , )3 X Y = 0,988, D

e, ,

( ) ( , )
3 3

3 X Y = 0,774; ðîñò òåñ-

íîòû âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó X è Y î÷åâèäåí.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû íàãëÿäíî èëëþñò-

ðèðóþò ââåäåííóþ ìåðó âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæ-

äó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíà ñêàëÿðíàÿ ìåðà âçàè-

ìîçàâèñèìîñòè ìåæäó íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîëü-

íî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè.

Ïîëó÷åí ÷àñòíûé ðåçóëüòàò ââåäåííîé ìåðû äëÿ

ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Ââåäåííàÿ

ìåðà äîñòàòî÷íî ïðîñòî èíòåðïðåòèðóåìà, ïîç-

âîëÿåò îäíîçíà÷íî îöåíèâàòü òåñíîòó âçàèìîçà-

âèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè ïðîèç-

âîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ïðîñòîòà ïîëó÷åííûõ

àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷å-

ñêè ïðèìåíÿòü ïðåäëîæåííóþ ìåðó íà âûáîðêàõ

äîñòàòî÷íî ìàëîãî îáúåìà.
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