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Öåëü ðàáîòû — ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåõîäà êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèà-

ëà èç óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå â ïðîöåññå ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöà. Ìîäåëü

áàçèðóåòñÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîì òðåõïàðàìåòðè÷åñêîì îïåðàòîðå ïåðåõîäà îò îäíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèè ê äðóãîé. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ìàòåìàòè÷åñêîé àïïðîêñèìà-

öèè ïåðåõîäà ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Îïèñàí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-

ðèòì, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò îáîáùåííîå êàíîíè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäà âíå çàâèñè-

ìîñòè îò âèäà ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåìû äî è ïîñëå ïåðåõîäà. Ìåòîäè-

êà ïðèìåíåíà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà äâóõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ îò óïðóãîãî ê

óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ â ïðîöåññå ðàñòÿæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçöîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíû íà÷àëüíûå ó÷àñòêè äèàãðàììû ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ýìïè-

ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Óñòàíîâëåíû ðîëè êàæäîãî èç òðåõ ýìïèðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ —

ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè ïåðåõîäà è àñèììåòðèè

ïåðåõîäà. Ïðåäëîæåíà è îáîñíîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïå-

ðåõîäà. Ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âåðîÿòíî-

ñòåé è ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå äàþò ÷èñëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåí-

êè ñòåïåíè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà â ïðîöåññå íàãðó-

æåíèÿ. Ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà äèàãðàììû ðàñòÿæå-

íèÿ ìàòåðèàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåñòðîéêè äèàãðàìì â ñâÿçè ñ ìîäåëèðîâàíè-

åì ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ðåâåðñèâíîì óïðóãîïëàñòè÷åñêîì íàãðóæåíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà; èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ; äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ; íàïðÿæå-
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The goal of this study is to develop a mathematical model of the transition of the structural material

from elastic state to elastoplastic state upon tension. The model is based on a modified three-parameter

transition operator from one mathematical function to another. A procedure of the mathematical ap-

proximation of the transition and corresponding algorithm, which provides a generalized canonical de-

scription of the transition, regardless of the form of the functions that characterize the system behav-

ior before and after the transition are presented. The technique is used to describe the transition of two

structural materials from the elastic to elastoplastic state upon tension of the samples. Initial sections

of the tension diagram are described using three empirical parameters. The role of each of them —

maximum permissible relative deformation, transition rate and asymmetry of the transition — are de-

termined. Statistical interpretation of the elastoplastic transition is developed and substantiated.

Mathematical expressions for the integral probability function and probability density functions that

provide numerical statistical estimation of the degree of change in the state of the structural elements

of the material during loading are derived. Analytical description of the initial part of the tension dia-

gram of the material can be used to rearrange the diagrams when modeling deformation processes in

conditions of reversible elastoplastic loading.

Keywords: system; state change; tension diagram; stress; relative deformation; yield stress; elas-

tic-plastic transition; approximation; empirical parameters; statistical description; transition rate.
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Ýìïèðè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè

îáðàçöà ïðè íàãðóçêå, ïðèìåðíî ðàâíîé ïîëîâè-

íå ðàçðóøàþùåé, íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä îò óïðó-

ãîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ê óïðóãîïëàñòè÷åñêî-

ìó. Ýòî ïðèâåëî ê ââåäåíèþ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî-

ãî ïîíÿòèÿ «ïðåäåë òåêó÷åñòè», ðàçäåëÿþùåãî

ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ. Ïîä ïðåäåëîì òåêó÷åñòè ïîíè-

ìàþò íàïðÿæåíèå óy, ïî äîñòèæåíèè êîòîðîãî â

ìàòåðèàëå ïîÿâëÿþòñÿ íåîáðàòèìûå èçìåíåíèÿ,

êîòîðûå îöåíèâàþò â òåðìèíàõ íåîáðàòèìîé

ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Èìåííî áîëüøîå çíà-

÷åíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïåðåõîäà ïðèâåëî ê

ââåäåíèþ îáùåïðèíÿòîãî ïîíÿòèÿ «óñëîâíûé

ïðåäåë òåêó÷åñòè», ïîä êîòîðûì ïîíèìàþò íà-

ïðÿæåíèå ó0,2, ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ïëà-

ñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ îáðàçöà äîñòèãàåò 0,2 %.

Äëÿ áîëüøèíñòâà êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèà-

ëîâ ïåðåõîä îò óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ê óïðóãîïëà-

ñòè÷åñêîìó ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííî, íî äîñòàòî÷-

íî áûñòðî, è äëÿ åãî îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ. Ïàðàìåòðû ýòîé ôóíêöèè äëÿ êîíêðåò-

íîãî ìàòåðèàëà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî â

ïðîöåññå àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîé äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè

ïðåäëîæåííîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè è

ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ àïïðîêñèìàöèè

ó÷àñòêà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïåðåõîäà äèàãðàì-

ìû ðàñòÿæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ýìïèðè÷å-

ñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå â ðàçðàáîòêå ìåòîäà

ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà

â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå ïðîöåññà àï-

ïðîêñèìàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàòîðû, îáåñ-

ïå÷èâàþùèå ïëàâíûé ïåðåõîä îò îäíîé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè ê äðóãîé, ðàññìîòðåíû â [1, 2].

Çäåñü äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà îò îäíîé âûïóêëîé

ôóíêöèè y1(x) ê äðóãîé âûïóêëîé ôóíêöèè y2(x)

ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííûé èíòå-
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y1(x) è y2(x) ñîîòâåòñòâåííî, x0, n è s — ýìïèðè÷å-

ñêèå ïàðàìåòðû.

Ôóíêöèþ (2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, ïðåäñòà-

âèâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå

F x x n s
y x x n s y x

y x y x
( , , , )

( , , , ) ( )

( ) ( )
.

0

0 1

2 1

�

� 0

0 � 0

(3)

Ôóíêöèÿ (3) â îáëàñòè ïåðåõîäà èçìåíÿåòñÿ îò 0

äî 1 è èìååò âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ èíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè [3]. Ïðîèçâîäíàÿ îò ýòîé

ôóíêöèè ïî x

p(x, x0, n, s) = F0(x, x0, n, s) (4)

èìååò ôîðìó, õàðàêòåðíóþ äëÿ ôóíêöèè ïëîòíî-

ñòè âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó ôóíêöèè (3) è (4) äàþò

îòíîñèòåëüíóþ îöåíêó ñòàäèè ïåðåõîäà ïðè çà-

äàííîì çíà÷åíèè x.

Ïðè êîíêðåòíûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ

y x x
1

3
4( ) ,� (5)

y2(x) = 10 – 0,1x2 (6)

ïîëó÷àåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) è (1) êàðòèíó ïåðå-

õîäà, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïðîèçâîäíûõ

îò ôóíêöèé (5) è (6) è êðèâàÿ ïåðåõîäà (2) â çàâè-

ñèìîñòè îò x.

Êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì (3) è

(4), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Âèäíî, ÷òî ïåðåõîä

îñóùåñòâëÿåòñÿ â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ x îò 3

äî 9.

Àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ìàøèííîé

äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ íàïðÿæå-

íèå — îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, à òàêæå äâå

ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå óïðóãîé ëèíèè ìà-

øèííîé äèàãðàììû ñ íàêëîíîì K è ðåàëüíîé

óïðóãîé ëèíèè ñ íàêëîíîì E, ãäå E — ìîäóëü

Þíãà. Íàêëîí K ïîëó÷åí îáðàáîòêîé ñåìè ïåð-

âûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ìàøèííîé äèà-

ãðàììû ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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= 5,226; n = 10,04; s = 1,321



Íà ìàøèííîé äèàãðàììå âèäíî 29 ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ òî÷åê, i = 1 ... 29. Ïåðåñ÷åò îòíî-

ñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé îò ìàøèííîé äèàãðàììû

ê ðåàëüíîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òî÷êàì â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ óðàâíåíèåì

åi = åyi + (åìi – åki), (7)

ãäå åi, åìi è åki — îòíîñèòåëüíûå äåôîðìàöèè —

ðåàëüíàÿ, ìàøèííàÿ è ìàøèííàÿ óïðóãàÿ ñîîò-

âåòñòâåííî.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåðåñòðîåííóþ äèà-

ãðàììó ðàñòÿæåíèÿ, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 5. Çäåñü

æå ïðèâåäåíû óïðóãàÿ ïðÿìàÿ è ïðÿìàÿ äå-

ôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ. Íàêëîí óïðóãîé

ïðÿìîé ðàâåí E, íàêëîí ïðÿìîé äåôîðìàöèîííî-

ãî óïðî÷íåíèÿ D ïîëó÷åí îáðàáîòêîé ñåìè ïî-

ñëåäíèõ òî÷åê ìàøèííîé äèàãðàììû ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðåçóëüòàòû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4 è 5, îòíî-

ñÿòñÿ ê îáðàáîòêå äèàãðàììû ìàòåðèàëà 1. Àíà-

ëîãè÷íî îáðàáîòàíà äèàãðàììà äëÿ ìàòåðèàëà 2.

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà äâóõ ýòèõ ìàòåðèàëîâ

ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äèà-

ãðàììû ìàòåðèàëîâ 1 è 2, à òàêæå àïïðîêñèìè-

ðóþùèå êðèâûå, ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì

ôóíêöèé (1) è (2).

Ôóíêöèè (5) è (6) èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ñì.

ðèñ. 5):

y1(x) = Ex, (8)

y2(x) = Dx + C, (9)

ãäå C — êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

(9) ñ îñüþ íàïðÿæåíèé íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 4. Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ìàøèííîé äèàãðàììû ðàñòÿæå-

íèÿ: 1 — ìàøèííàÿ äèàãðàììà; 2 — óïðóãàÿ ëèíèÿ ìà-

øèííîé äèàãðàììû; 3 — ðåàëüíàÿ óïðóãàÿ ëèíèÿ
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Ðèñ. 5. Ïåðåñòðîåííàÿ

äèàãðàììà (1), åå óïðóãàÿ

ïðÿìàÿ (2) è ïðÿìàÿ äå-

ôîðìàöèîííîãî óïðî÷íå-

íèÿ (3)

Òàáëèöà 1. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ

Ìàòåðèàë
Ìîäóëü óïðóãîñòè

E, ÌÏà

Ìîäóëü äåôîðìàöèîííîãî

óïðî÷íåíèÿ D, ÌÏà

Óñëîâíûé ïðåäåë

òåêó÷åñòè ó
0,2

, ÌÏà

Ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ

íà ïðåäåëå òåêó÷åñòè å
s
, %

1 2 · 105 231,1 254,6 0,327

2 1 · 105 844,2 227,5 0,428



Èñïîëüçóåìàÿ ôóíêöèÿ (2) ïðèíèìàåò âèä

y x x n s
E D x x

x x

ns

n s
( , , , )

( )

[ ( ) ]
.

0

0

0
1

�

�

�

(10)

×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ êî-

ýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëå (1), èñïîëüçîâàëè íåëè-

íåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ýòè êîýô-

ôèöèåíòû ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå, àíàëîãè÷-

íûå êðèâîé ïåðåõîäà íà ðèñ. 2. Îíè ïîëó÷åíû ñ

èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ òèïà (3):

F x x n s
y x x n s E

D E
( , , , )

( , , , )
.

0

0
�

�

�

(11)

Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû êðèâûå, àíàëîãè÷íûå

èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíû êðèâûå, àíàëîãè÷íûå

êðèâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà ðèñ. 3. Îíè ïî-

ëó÷åíû ÷èñëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâ-

íåíèÿ (11) ïî îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèè.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû òàêæå çíà÷åíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ êîððåëÿöèè V ýëåìåíòîâ âåêòîðà ó è

âåêòîðà ó1, ïîëó÷åííîãî ïî àïïðîêñèìèðóþùåé

ôîðìóëå (1), à òàêæå êîýôôèöèåíòû êà÷åñòâà àï-

ïðîêñèìàöèè S [4]. Çíà÷åíèå S — ñðåäíåå êâàä-

ðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî-

÷åê îò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê àïïðîêñèìèðóþ-

ùåé êðèâîé, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S
k

i i

i

k

�

�

�
�

�

( )
,

� �
1

2

1
2

(12)

ãäå ó — âåêòîð íàïðÿæåíèé; ó1i — âåêòîð íàïðÿ-

æåíèé, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå (1) äëÿ ñîîòâåò-

58 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2018. Òîì 84. ¹ 8

300

400

200

100

0
0 0,040,02 0,06 0,08

Îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ

1

2

Í
à
ï

ð
ÿ
æ

å
í

è
å
,
Ì

Ï
à

Ðèñ. 6. Äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ (òî÷êè) è àïïðîêñèìèðó-

þùèå êðèâûå äëÿ ìàòåðèàëîâ 1 è 2
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Ðèñ. 7. Ïåðåõîäíûå êðèâûå îò óïðóãîãî óïðî÷íåíèÿ

ê äåôîðìàöèîííîìó óïðî÷íåíèþ äëÿ ìàòåðèàëîâ 1 (1) è

2 (2)
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Ðèñ. 8. Èíòåãðàëüíûå ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè äëÿ ìàòåðè-

àëîâ 1 (1) è 2 (2)
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Ðèñ. 9. Ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ ìàòåðèàëîâ

1 (1) è 2 (2)

Òàáëèöà 2. Ýìïèðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàöèè ïåðåõîäà óïðóãîñòü – ïëàñòè÷íîñòü

Ìàòåðèàë x
0

n s V S, ÌÏà

1 8,77 · 10–4 4,44 0,544 0,999 3,9

2 1,84 · 10–3 2,94 0,787 0,999 3,45



ñòâóþùèõ çíà÷åíèé âåêòîðà îòíîñèòåëüíûõ äå-

ôîðìàöèé å; k — ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî-

÷åê, k = 29.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîé âåðîÿòíîñò-

íî-ñòàòèñòè÷åñêîé òðàêòîâêå ðåçóëüòàòîâ íà

ðèñ. 8 è 9. Êîíñòðóêöèîííûé ìàòåðèàë ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ñèñòåìó èç ðàçëè÷íûõ ñòðóê-

òóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïîýòîìó òðóäíî îæèäàòü,

÷òî âñå îíè ïðè íàãðóæåíèè è, ÷òî íå ìåíåå âàæ-

íî, ïðè íàêîïëåíèè â îáðàçöå íåðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííîé ïî îáúåìó îáðàçöà ýíåðãèè óïðóãîé

äåôîðìàöèè ìîãóò åäèíîâðåìåííî èçìåíèòü ñâîå

ñîñòîÿíèå. Ñêîðåå âñåãî, èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ

ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ îáðàçöà îò «óïðóãî-

ãî» íà «ïëàñòè÷åñêîå» ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííî è

êðèâûå íà ðèñ. 8 è 9 ïðèîáðåòàþò ñòàòèñòè÷å-

ñêèé ñìûñë. Ýòó ãèïîòåçó ïîäòâåðæäàþò èññëåäî-

âàíèÿ àêóñòèñòè÷åñêîé ýìèññèè â ïðîöåññå íà-

ãðóæåíèÿ îáðàçöà, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñ-

ëî è ÷àñòîòà èñïóñêàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ «èìïóëü-

ñîâ» íàðàñòàþò äî äîñòèæåíèÿ óñëîâíîãî ïðåäåëà

òåêó÷åñòè [5, 6]. È ñàì ôàêò èñïóñêàíèÿ äèñêðåò-

íûõ àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î

äèñêðåòíîé ïåðåñòðîéêå îòäåëüíûõ ñòðóêòóðíûõ

ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëà.

Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó óêàæåì íà ïðèí-

öèï Ìàçèíãà [7]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèí-

öèïîì ïîâåäåíèå ñïëîøíîãî îáðàçöà ïðè ïåðå-

õîäå â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ýêâèâà-

ëåíòíî ïîâåäåíèþ ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ñòåðæ-

íåé, çàïîëíÿþùèõ îáúåì îáðàçöà, ïðè óñëîâèè,

÷òî êàæäûé ñòåðæåíü íàäåëåí ñâîèì íàïðÿæå-

íèåì, ïðè êîòîðîì îí ïåðåõîäèò â ïëàñòè÷åñêîå

ñîñòîÿíèå. Ïðèíöèï Ìàçèíãà íå ïðîòèâîðå÷èò,

à ñêîðåå ñëóæèò îáîñíîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ýì-

ïèðè÷åñêîé òðàêòîâêå îïèñàíèÿ ïåðåõîäà óïðó-

ãîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñ ïðèìåíå-

íèåì ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè è ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòè (ñì. ðèñ. 9).

Èìåþòñÿ è äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà íåðàâíî-

ìåðíîñòè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ñðåäè íèõ

ïîÿâëåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëîñ ×åðíîâà –

Ëþäåðñà, ýôôåêò Áàóøèíãåðà è ýôôåêò Ïîðòå-

âåíà – Ëå-Øàòåëüå.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôîðìàëüíî âû-

÷èñëåííûõ [4] çíà÷åíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ (ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû å)

M è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ Ó äëÿ äâóõ ìàòå-

ðèàëîâ.

Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ äîëåé

ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, èçìåíèâøèõ ñâîå

ñîñòîÿíèå, äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ äåôîð-

ìàöèé.

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ x0, ïðèâåäåííûå

â òàáë. 1, ñóùåñòâåííî ìåíüøå óïðóãîïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé ås ïðè íàïðÿæåíèÿõ, ðàâíûõ

óñëîâíîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè. Ïðè ýòîì ïåðå-

ñòðîéêå óæå ïîäâåðæåíû (30 – 40) % ñòðóê-

òóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, íà óñëîâíîì ïðåäåëå òå-

êó÷åñòè â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò

(80 – 90) % ñîñòàâëÿþùèõ. Îòíîøåíèå íàïðÿæå-

íèé óx0 ê óñëîâíîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè ó0,2 ðàâíî

(0,64 – 0,7). Ýòî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â ðàñ÷åòå

íà ïðî÷íîñòü ïðè ðåâåðñèâíîì óïðóãîïëàñòè-

÷åñêîì íàãðóæåíèè [7, 8]. Äàííûå, ïðèâåäåííûå

â òàáë. 4, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäâàðè-

òåëüíûå, ñòèìóëèðóþùèå ïîäîáíûå èññëåäî-

âàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïåðåõîäà, ïðè êîòî-

ðîì ïðîèñõîäèò ðåçêîå (íà äâà è áîëåå ïîðÿäêà)

óìåíüøåíèå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ñ

óâåëè÷åíèåì äåôîðìàöèé.

Ñóòü ýìïèðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â òàáë. 2

— çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèè x0 ïðè-

áëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîìó îæè-

äàíèþ. Íàïðÿæåíèÿ óx0 ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà

ìåíüøå óñëîâíîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ óx0 êàê ïðåäåëüíî

äîïóñòèìûå ïðè ðàñ÷åòàõ íà ïðî÷íîñòü.

Ïàðàìåòð n îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ïåðåõîäà â

ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå è øèðèíó êðèâûõ íà

ðèñ. 9, îò ïàðàìåòðà s çàâèñèò àñèììåòðèÿ ýòèõ

êðèâûõ.

Íåêîòîðûå ìàòåðèàëû, íàïðèìåð, ìàëîóãëå-

ðîäèñòàÿ ñòàëü, èìåþò ïëîùàäêó òåêó÷åñòè, êîòî-

ðîé ïðåäøåñòâóåò «çóá» òåêó÷åñòè. Åñëè äëÿ öå-

ëåé ðàñ÷åòà çóáîì òåêó÷åñòè ïðåíåáðå÷ü, òî óïðó-

ãîïëàñòè÷åñêèé ïåðåõîä áóäåò îïèñàí ïðè C = 0

â óðàâíåíèè (9). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê íà çóáå òåêó÷åñòè

óðàâíåíèå (10) äëÿ åãî îïèñàíèÿ ïîëó÷àþò ïðè

D < 0 â óðàâíåíèè (9).
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Òàáëèöà 3. Ïàðàìåòðû âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ìàòåðèàë M Ó

1 1,38 · 10–3 1,36 · 10–3

2 2,72 · 10–3 2,93 · 10–3

Òàáëèöà 4. Äîëè ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ïðåòåðïåâøèõ ïåðåõîä â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå

Ìàòåðèàë x
0

Íàïðÿæåíèå

ó
x0

(ÌÏà) ïðè x
0

Äîëÿ ïëàñòè÷-

íîñòè ë ïðè x
0

Ïîëíàÿ äåôîð-

ìàöèÿ å
s

ïðè ó
0,2

Äîëÿ ïëàñòè÷-

íîñòè ë
0,2

ïðè å
s

ó
x0

/ó
0,2

1 8,77 · 10–4 162,7 0,314 3,27 · 10–3 0,958 0,639

2 1,84 · 10–3 159,1 0,418 4,28 · 10–3 0,866 0,699



Îòìåòèì âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ

óñëîâíûì ïðåäåëîì òåêó÷åñòè. Äëÿ ñòàëè ïðè íà-

ïðÿæåíèÿõ 400 ÌÏà äîïóñê íà îòíîñèòåëüíóþ

ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ 0,002 ðàâåí óïðóãîé

äåôîðìàöèè. Îòíîøåíèå óïðóãîé äåôîðìàöèè ê

äîïóñêó ðàâíî ó0,2/0,002E, ò.å. ñóùåñòâåííî óâå-

ëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïðî÷íîñòè è ñ óìåíüøåíèåì

ìîäóëÿ óïðóãîñòè. Â òîé æå ïðîïîðöèè ðàñòåò è

îòíîøåíèå ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ê ýíåð-

ãèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè äîïóñêå 0,002.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåò ìàëîå âëèÿíèå ïðè

áîëüøèõ çàïàñàõ ïðî÷íîñòè äëÿ òðàäèöèîííûõ

ìàòåðèàëîâ, íî åãî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè íîâûõ âûñîêîïðî÷íûõ ìàòåðèàëîâ

ñ íèçêèì ìîäóëåì óïðóãîñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà íà

ïðî÷íîñòü ïðè ðåâåðñèâíîì óïðóãîïëàñòè÷åñêîì

íàãðóæåíèè è îáåñïå÷åíèÿ ñîïîñòàâèìîñòè ðå-

çóëüòàòîâ ýòèõ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ñî-

ãëàøåíèå î ñíèæåíèè óñëîâíîãî ïðåäåëà òåêó÷å-

ñòè, íàïðèìåð íà 20 %.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

ðàññìîòðåííîé ìåòîäèêè àïïðîêñèìàöèè óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîãî ïåðåõîäà è ïðèâåäåíèÿ ïåðåõîäà ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó (3) èëè (10) âîçìîæíî òîëü-

êî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöè-

îííûõ òåõíîëîãèé, íàïðèìåð, ïðîãðàììû

Mathcad. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîñòü

ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè, åå ïðèìåíèìîñòü äëÿ

ýìïèðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàçíûõ èçìåíåíèé ñî-

ñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïåðåëîìà íà òåìïåðàòóð-

íîé êðèâîé äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ â

ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
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