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Èçâåñòíà íîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòæèãà äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ìîäèôèêàöèÿ èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ Fn(x) =
f x
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ïðè n�/ ñõîäèòñÿ ê ä-ôóíêöèè, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìàêñèìó-

ìà f(x). Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ èìååò ìíîãî ðàâíûõ ýêñòðåìó-

ìîâ. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïëàíèðîâàíèè ðåãðåññèîííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ. Äàííàÿ ðàáîòà çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ ìåòîäîì ïîèñêà ýêñòðåìóìà, ýôôåê-

òèâíûì ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, à òàêæå èëëþñòðèðóåò åãî ïðè-

ìåíåíèå íà íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ èìèòàöèè îòæèãà èñïîëüçóåò íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ êâà-

çèñëó÷àéíûé ïîèñê. Ýòî íå ñàìûé áûñòðûé, íî î÷åíü íàä¸æíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äî-

ñòàòî÷íî ïîëíî îáñëåäîâàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Ïðè ðåøåíèè ÷èñëåííûõ ïðè-

ìåðîâ ïîñòðîåíû òàê íàçûâàåìûå òî÷íûå D-îïòèìàëüíûå ïëàíû, êîòîðûå î÷åíü òðóäíî

ïîëó÷èòü äðóãèìè ìåòîäàìè. Õîòÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ïåðåìåííûõ òðóäî¸ìêîñòü ìåòîäà (êàê è

äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ) ðåçêî âîçðàñòàåò çà ñ÷¸ò óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà îïðåäåëèòåëÿ,

ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðîñò, íàä¸æåí è ëåãêî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âûèã-

ðûø îò èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ ñïîñîáåí îïðàâäûâàòü ëþáûå

âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå ýòèõ ïëàíîâ. Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ â ðàáîòå ìåòî-

äèêó, ÷èòàòåëü ñìîæåò ïîñòðîèòü äàæå ñ ïîìîùüþ íîóòáóêà îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ ðàç-

íûõ îáëàñòåé ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòè÷íîé ðåãðåñ-

ñèè îò s ïåðåìåííûõ ïðè s . 10).
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A new known modification for simulation of annealing to search the global extremum of the functions of

many variables uses the fact that the function F x
f x
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� d
when n�/ converges to the ä-function

concentrated at the point of global maximum of f(x). The case when the function has many equal extrema

is discussed in detail. Problems of this type are often present, particularly in the design of regression ex-

periments. Here we introduce the reader to an extremum search method that is effective in solving a wide

range of applied problems, and also illustrate the use of the method in some of the simplest problems of de-

signing the regression experiments. The proposed modification of simulated annealing uses quasi-random
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search at the intermediate stages. This is not the most rapid, but very reliable method which provide a

complete exploring of the function domain. When solving numerical examples, the so-called exact D-opti-

mal designs are constructed, which are very difficult to be obtained by other methods. Although with the

increase in the number of variables, the complexity of the method (as well as the complexity of other

well-known methods) increases dramatically due to an increase in the order of the determinant, the pro-

posed algorithm is simple, reliable, and easily parallelized. It is known that the gain from using optimal

designs in some cases can justify any computational costs of developing those designs. Using the described

technique, the reader will be able to construct (even using the laptop capacity) the optimal designs in dif-

ferent areas at moderate values of the parameters (for example, for quadratic regression for s variables in

variables for s . 10).

Keywords: simulation of annealing; global extremum; regression; experimental design; quasi Monte-

Carlo; D-optimal designs.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåí-

òà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì ïîâûøåíèÿ

ýôôåêòèâíîñòè ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ. Îïòè-

ìàëüíûå ïëàíû ýêñïåðèìåíòà ìîãóò âî ìíîãî ðàç

ñíèçèòü ìàòåðèàëüíûå çàòðàòû â êàæäîì êîí-

êðåòíîì ñëó÷àå. Çàäà÷à ñîçäàíèÿ ïëàíà ýêñïåðè-

ìåíòà, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò ðåøåíèÿ äâóõ ïîä-

çàäà÷: 1) êîíñòðóèðîâàíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëü-

íîñòè ýêñïåðèìåíòà — äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ

ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè; 2) ðåøåíèå

çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì êðèòåðèé ìîæåò

áûòü ôóíêöèåé î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåí-

íûõ è èìåòü ñëîæíóþ ïðèðîäó. Ïîñêîëüêó â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè ãëîáàëü-

íûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè (êðèòåðèÿ), òî äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò îäèí èç

âàðèàíòîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, íàïðèìåð, ìåòîä

èìèòàöèè îòæèãà [1]. Êàê èçâåñòíî, â êëàññè÷å-

ñêîì ìåòîäå èìèòàöèè îòæèãà ðå÷ü èä¸ò î íàõîæ-

äåíèè àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) ñ ïî-

ìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè Ce–f(x)/T ìåòî-

äîì Ìåòðîïîëèñà. Çäåñü C — êîíñòàíòà íîðìè-

ðîâêè. Ïðè T � / ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñâîèì ïðå-

äåëîì ä-ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå ãëî-

áàëüíîãî ìèíèìóìà f(x). Äàííûé ìåòîä, èìèòè-

ðóþùèé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ îòæèãà ìåòàëëà,

äîñòàòî÷íî ñòðîãî îáîñíîâàí, åñëè òî÷êà, â êîòî-

ðîé äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íîé. Â çàäà÷àõ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, îä-

íàêî, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà òàêèõ òî-

÷åê íåñêîëüêî èëè áåñêîíå÷íî ìíîãî. Òîãäà ïðè

ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð âîçíèêà-

þò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà

èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàâíûõ ãëîáàëüíûõ ýêñòðå-

ìóìîâ, ñïåöèàëüíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2], ãäå

óïîìèíàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ê çàäà÷àì ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïå-

ðèìåíòà.

Ìíîãîýêñòðåìàëüíûé ñëó÷àé òðåáóåò íåêî-

òîðîé íîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà èìèòàöèè îò-

æèãà. Èäåÿ åãî î÷åíü ïðîñòà è íå òðåáóåò ïðèâëå-

÷åíèÿ ñîîáðàæåíèé èç îáëàñòè ôèçèêè è ìåòàë-

ëóðãèè. Ñóùåñòâî ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü f(x) çàäàíà è îãðà-

íè÷åíà â îáëàñòè D 2 Rs s-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà, 0 . f(X) . M, X 3 D. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îáúåì |X| ìíîæåñòâà X, ãäå f(x) = M, ïîëîæè-

òåëåí:

|X| = ä > 0. (1)

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = 1, è

ïðåäñòàâèì D â âèäå ñóììû D1 � D2, ãäå

D1 = {X: f(X) < 1}, D2 = {X: f(X) = 1}. (3)
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Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäåëü-

íîå ñîîòíîøåíèå
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ãäå |D2| — îáúåì D2, ò.å. F
/
(X) ÿâëÿåòñÿ ïëîò-

íîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæå-

ñòâå D2. Ýòîò ðåçóëüòàò â áîëåå îáùåé ôîðìå ïî-

ëó÷åí â [2].

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü

ïëîòíîñòü Fn(X) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, òî

ïîëó÷åííûå ðåàëèçàöèè áóäóò íàõîäèòüñÿ âáëè-

çè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Îáñóäèì

íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîèñêà ãëîáàëüíîãî

ýêñòðåìóìà, ãäå îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò

áûòü ïîëåçíà.
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Ñëó÷àé 1. f(x) èìååò â D åäèíñòâåííûé ãëî-

áàëüíûé ìàêñèìóì. Çäåñü |D2| = 0, íî ïðè ëþ-

áîì å > 0 äëÿ «óðåçàííîé» ôóíêöèè
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|D2| > 0 ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâ-

íûõ f. Åñëè òåîðåòè÷åñêè ïîëàãàòü M = 1 (÷èñëè-

òåëü è çíàìåíàòåëü â (4) ìîæíî óìíîæèòü íà

îäíó è òó æå êîíñòàíòó), òî äëÿ êîíêðåòíûõ ïðè-

ìåðîâ èíîãäà òðåáóåòñÿ çíà÷åíèå M, êîòîðîå

ìîæíî îöåíèòü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé.

Ñëó÷àé 2. Èìååòñÿ íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ

ðàâíûõ ìàêñèìóìîâ. Ìîæíî ïðèìåíèòü òó æå

ïðîöåäóðó «óðåçàíèÿ». Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì å

îáëàñòü D2 ðàñïàäåòñÿ íà èçîëèðîâàííûå ïîäîá-

ëàñòè-îêðåñòíîñòè êàæäîãî ìàêñèìóìà.

Ñëó÷àé 3 (íàèáîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé). Ìàêñè-

ìóìû çàïîëíÿþò íåïðåðûâíóþ ïîäîáëàñòü D

ðàçìåðíîñòè s èëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Î÷å-

âèäíî, ïðè ðàçìåðíîñòè ïîäìíîæåñòâà, ìåíüøåé

s, ïðîöåäóðà «óðåçàíèÿ» íåîáõîäèìà, èíà÷å ìû

«ïðîïóñòèì» íåêîòîðûå òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Àëãîðèòì ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

1. Âûáèðàåì íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

m, N1, N2, n.

2. Âû÷èñëÿåì N1 çíà÷åíèé ôóíêöèè f(X) â

òî÷êàõ íåêîòîðîé êâàçèñëó÷àéíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Çàïîìèíàåì m òî÷åê ~ ,x1 ..., ~ ,xm
â êîòî-

ðûõ ôóíêöèÿ fn(X) ïðèíèìàëà íàèáîëüøèå çíà-

÷åíèÿ. Â ñëó÷àå 2 ðàçáèâàåì ïîëó÷åííûå òî÷êè

íà êëàñòåðû. Õàðàêòåð êëàñòåðîâ, î÷åâèäíî, áó-

äåò ðàçëè÷íûì â ñëó÷àÿõ 1, 2 è 3. Çäåñü ïîëåçíî

èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñðåäñòâà âèçóàëèçàöèè.

3. Åñëè êëàñòåðèçàöèÿ íå óäàåòñÿ, óâåëè÷è-

âàåì N1 è, ìîæåò áûòü, n; ïîâòîðÿåì ïóíêò 2.

4. Êàê è â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå [3], ñòðî-

èì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê êàæäîãî êëàñòåðà.

Â êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé ãåíåðèðóåì N2

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ (âîçìîæíî, êâàçè-

ñëó÷àéíûõ) òî÷åê è âûáèðàåì m íàèëó÷øèõ.

5. Ïðîöåäóðà 4 ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ ñ èçìå-

íåííûìè m òî÷êàìè, ðàçëè÷íûìè â êàæäîì êëà-

ñòåðå. Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà m íàïðÿìóþ ñâÿçàíà

ñ å, ôèãóðèðóþùåì â (6). ×åì áîëüøå m, òåì

áîëüøèì áóäåò å. Íà çàêëþ÷èòåëüíûõ ýòàïàõ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè

ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, òàê æå êàê è äðóãèå ìå-

òîäû ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà (êëàññè-

÷åñêèé ìåòîä èìèòàöèè îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèå

àëãîðèòìû), èìååò èòåðàöèîííûé (ìíîãîýòàï-

íûé) õàðàêòåð, íî âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò íèõ

òåì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå ìîäåëèðóåòñÿ ðàâíî-

ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå, ãäå äîñòèãà-

åòñÿ ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì. Åñòåñòâåííûì â

ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ è ïðèâëå÷åíèå ìåòîäîâ êâà-

çè Ìîíòå-Êàðëî.

Äàëåå ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ. Çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâ-

êó ìîæíî íàéòè â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå (íàïðè-

ìåð, [4, 5]).

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà íå ïðåòåíäóåò

íà ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè D-

îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Çàäà÷à ïîñòðîå-

íèÿ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ èñïîëüçóåòñÿ ëèøü

äëÿ âûáîðà äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ôóíêöèè, ó êî-

òîðîé èùåòñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (ñì. ïðèìåð 1)

ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî îäèíàêîâûõ

ýêñòðåìóìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêîãî ìå-

òîäà èìèòàöèè îòæèãà, ìåòîäà äèôôåðåíöèàëü-

íîé ýâîëþöèè è ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ñâÿçà-

íî â ñëó÷àå ìíîãèõ ðàâíûõ ýêñòðåìóìîâ ñî çíà÷è-

òåëüíûìè íåóäîáñòâàìè. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü î

ìåòîäå Ôåäîðîâà — Óèííà ïîñòðîåíèÿ òàê íàçû-

âàåìûõ íåïðåðûâíûõ ïëàíîâ.

Åñëè ýêñïåðèìåíò ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îïðå-

äåëåíèå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû y îò âåêòîðà

x = (x1, ..., xs), x 3 D-îáëàñòè s-ìåðíîãî Åâêëèäî-

âà ïðîñòðàíñòâà, è àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî

y(x) = è1f1(x) + ... + ènfn(x) + å(x). (7)

ãäå fi(x) — èçâåñòíûå ôóíêöèè, i = 1, ..., n; å(x) —

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, ÷òî Eå(x) = 0 è Eå(x)å(y) =
0 0

2

, ,

, ,

x

x y

&
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'

(

*
5

òî ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì îöåíêè íåèç-

âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ èi, i = 1, ..., n íà îñíîâå

ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ.

Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â èçìåðåíèè (âû÷èñëå-

íèè) y(x) â çàäàííûõ òî÷êàõ x1, ..., xn. Èìååì

y x f
j i i j

i
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j
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ãäå
^
6

i
— îöåíêè èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ èi.
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Óñëîâèå (8) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

FòF
�^
6 = FòY, (9)

F

x x

x x

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

f f

f f
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N n N

1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

,

�

� � �

�

�^
6 = (

^
,6

1
...,

^
) ,6n

ò Y = (y(x1), ..., y(xN))ò.

Êàê èçâåñòíî, ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

îøèáîê åj, âåêòîð
�^
6 òàêæå ðàñïðåäåëåí íîðìàëü-

íî, ïðè÷åì îáúåì åãî ýëëèïñîèäà ðàññåÿíèÿ ïðî-

ïîðöèîíàëåí (det FòF)–1. Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåø-

íîñòü â îïðåäåëåíèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ èi çàâè-

ñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê x1, ..., xN. Ñóùåñòâóåò íå-

ñêîëüêî êðèòåðèåâ êà÷åñòâà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê.

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿâëÿåòñÿ

òàê íàçûâàåìûé D-êðèòåðèé. D-îïòèìàëüíûìè â

íàøåì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

( , . . . , ) min( )
,...,

x x F F
x x

1

0 0 1

1

N

N

� �
	arg det ò

� arg det òmax( ).
,...,x x

F F

1 N

(10)

Åñëè N âåëèêî, òî çàäà÷à ÷èñëåííîãî îïðåäåëå-

íèÿ D-îïòèìàëüíîãî ïëàíà ìîæåò áûòü íåïðå-

îäîëèìî òðóäíîé. Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Êèôå-

ðà è Âîëüôîâèöà ïðåäëîæåíî äëÿ áîëüøèõ N îï-

ðåäåëÿòü íå òî÷íîå ïîëîæåíèå îïòèìàëüíûõ òî-

÷åê, à èõ ðàñïðåäåëåíèå (íåïðåðûâíûå ïëàíû).

Áûëè óêàçàíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ

íåïðåðûâíûõ ïëàíîâ. Íåäîñòàòêè òàêîãî ïîäõî-

äà äîñòàòî÷íî ïîëíî îáñóæäåíû â ëèòåðàòóðå

[6, 7], îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íèõ íå áóäåì. Îòìåòèì

òîëüêî, ÷òî â ñëó÷àå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî

÷èñëà òî÷åê (íàñûùåííûå è áëèçêèå ê íèì ïëà-

íû) çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ

ïëàíîâ âåñüìà àêòóàëüíà.

Óïîìÿíóòûå òðóäíîñòè ëåãêî ïîÿñíèòü íà

ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ. Çàäà÷à äîñòàòî÷íî ïîëíî

èññëåäîâàíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà D — îò-

ðåçîê, à fj(x) = xj – 1, j = 1, ..., N, èëè äðóãîé ñòîëü

æå ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè [4]. Çäåñü, êàê ïðàâèëî,

D — îïòèìàëüíûé ïëàí åäèíñòâåíåí (áåç ó÷åòà

ïåðåñòàíîâîê), ÷òî îáëåã÷àåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Îäíàêî ïðè s = 2, N = 3, f1(x) = 1; f2(x) = x1;

f3(x) = x2 è D = {(x, y): 0 . x . 1; 0 . y . 1} ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî-

÷åê ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà D-êðèòåðèÿ (ñì. ïðè-

ìåð 1). Ïðè s > 2, êîãäà ôóíêöèÿ ðåãðåññèè ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé èëè áîëåå âûñîêîé ñòå-

ïåíè äëÿ íåñòàíäàðòíîé îáëàñòè, çàäà÷ó ìîæíî

ðåøèòü òîëüêî ÷èñëåííî.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ

ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè

ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîâåäå-

íèå ïðåäëàãàåìîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû â ñëó-

÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü àíà-

ëèòè÷åñêè.

Èìååì ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ f1(x) = 1; f2(x) =

= x1; f3(x) = x2. Íà êàæäîì øàãå ïðîâîäèëè 100

èñïûòàíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëè òîëüêî êâà-

çèñëó÷àéíûå òî÷êè [3] (âåêòîðû ðàçìåðíîñòè

2N). Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäè-

åíòà èëè äðóãèõ, áëèçêèõ ê íåìó, áåçóñëîâíî ñî-
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Ðèñ. 1. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m = 11, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 10, N2 = 100 (á)
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Ðèñ. 2. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 12, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 9, N2 = 100 (á)
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Ðèñ. 3. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 9, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 7, N2 = 100 (á)



êðàòèëî áû êîëè÷åñòâî ïðîá, íî ýòî ïðåäìåò

äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïðèìåð 1. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ D1 ÿâëÿåò-

ñÿ åäèíè÷íûì êâàäðàòîì: D1 = {(x, y): 0 . x . 1;

0 . y . 1}. ×èñëî òî÷åê ïëàíà N = 3. Èçâåñòíî

òî÷íîå ðåøåíèå: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ. Ýòî x1 = (0, 0), x2 =

= (0, 1) è ëþáàÿ òî÷êà x3 = (x, y) èç ìíîæåñòâà

{x = 1; 0 . y . 1}. Êðîìå òîãî, D-îïòèìàëüíûìè

ÿâëÿþòñÿ âñå ïëàíû, ïîëó÷åííûå èç îïèñàííîãî

ïîâîðîòîì íà óãîë, êðàòíûé 90°. Íà ðèñ. 1 ïðåä-

ñòàâëåíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî÷åê: à —

ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N1 èñïû-

òàíèé (m1 = 11, N1 = 100); ïîâîðîò íå çàôèêñè-

ðîâàëñÿ; çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 0,81685; òî÷íîå

çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 1; á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíê-

òà àëãîðèòìà ïîñëå N2 èñïûòàíèé (m2 = 10,

N2 = 100); ïîâîðîò çàôèêñèðîâàëñÿ; çíà÷åíèå

êðèòåðèÿ = 0,97827; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 1.

Ïðèìåð 2. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ — D1, ÷èñ-

ëî òî÷åê ïëàíà N = 4. Òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî:

ïëàí ñîñðåäîòî÷åí â âåðøèíàõ êâàäðàòà. Íà

ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî-

÷åê: à — ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå

N1 èñïûòàíèé (m1 = 12, N1 = 100), çíà÷åíèå êðè-

òåðèÿ = 2,11726; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 4;

á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé (m2 = 9, N2 = 100); çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 3,20574; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 4.

Ïðèìåð 3. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ — D1, ÷èñ-

ëî òî÷åê ïëàíà N = 5. Ïëàí ñîñðåäîòî÷åí â âåð-

øèíàõ êâàäðàòà, ïðè ýòîì â îäíîé èç âåðøèí ñ

ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäÿòñÿ äâå òî÷êè. Íà

ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m

òî÷åê: à — ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïî-

ñëå N1 èñïûòàíèé (m1 = 9, N1 = 100); çíà÷åíèå

êðèòåðèÿ = 5,01804, òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ =

= 7; á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå

N2 èñïûòàíèé (m2 = 7, N2 = 100); çíà÷åíèå êðè-

òåðèÿ = 6,05873; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 7.

Ïðèìåð 4. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ D2 ÿâëÿåò-

ñÿ óñå÷åííûì êâàäðàòîì: D2 = D1/D3, ãäå D3 =

= {(x, y): 0 . x . 1; 2x/3 + 1/2 . y . 1}. ×èñëî òî÷åê

ïëàíà N = 3. Òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî: ÿâëÿåòñÿ

÷àñòüþ ìíîæåñòâà ïëàíîâ ïðèìåðà 1. Íà ðèñ. 4

ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî÷åê:

à — ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N1

èñïûòàíèé (m1 = 10, N1 = 100); çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 0,90805; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 1;

á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé (m2 = 4, N2 = 100); çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 0,98266; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 1.

Ïðèìåð 5. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ D5 ÿâëÿåò-

ñÿ îáëàñòüþ, îáðàçîâàííîé «ïàðàáîëîé»: D5 =

= {(x, y): 0 . x . 1; 4(x – 1/2)2
. y . 1}. ×èñëî òî÷åê
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Ðèñ. 4. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 10, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 4, N2 = 100
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Ðèñ. 5. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 10, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 4, N2 = 100 (á)
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Ðèñ. 6. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 10, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 4, N2 = 100 (á)

1,01,0

y

x

à á

x

y

0,80,8

0,60,6

0,40,4

0,20,2

0,00,0

00 0,20,2 0,40,4 0,60,6 0,80,8 11

Ðèñ. 7. Ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m1 òî÷åê ïîñëå N1 èñ-

ïûòàíèé — m1 = 8, N1 = 100 (à) è m2 òî÷åê ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé — m2 = 3, N2 = 200 (á)



ïëàíà N = 3. Òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî: ÿâëÿåòñÿ

÷àñòüþ ìíîæåñòâà ïëàíîâ ïðèìåðà 1. Íà ðèñ. 5

ïðåäñòàâëåíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî-

÷åê: à — ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå

N1 èñïûòàíèé (m1 = 10, N1 = 100); çíà÷åíèå êðè-

òåðèÿ = 0,73035; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 1;

á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N2 èñ-

ïûòàíèé (m2 = 4, N2 = 100); çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 0,98266; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 1.

Ïðèìåð 6. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ — D2,

N = 4. Òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî: x1 = (0, 0), x2 =

= (1, 0), x3 = (1, 1), x4 = (0, 1/2). Íà ðèñ. 6 ïðèâå-

äåíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî÷åê: à — ðå-

çóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N1 èñïûòà-

íèé (m1 = 10, N1 = 100); çíà÷åíèå êðèòåðèÿ =

1,77911, òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ = 2,5; á — ðå-

çóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N2 èñïûòà-

íèé (m2 = 6, N2 = 100); çíà÷åíèå êðèòåðèÿ =

2,36067; òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ 2,5.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå

ìîæíî íàéòè òîëüêî ÷èñëåííî. Äëÿ ñðàâíåíèÿ

âìåñòî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ áóäåì óêàçû-

âàòü çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå äàííûì ìåòîäîì ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå âû÷èñëåíèé

(N1 = 106, N2 = 106). Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ

ðåãðåññèþ

f1(x) = 1; f2(x) = x1; f3(x) = x2;

f4(x) = x
1

2; f5(x) = x1x2; f6(x) = x
2

2.

Ïðèìåð 7. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ — D1, N =

= 7. Òî÷íîå ðåøåíèå íåèçâåñòíî. Íà ðèñ. 7 ïðåä-

ñòàâëåíî ðàñïîëîæåíèå îòîáðàííûõ m òî÷åê: à —

ðåçóëüòàò 2-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîñëå N1 èñïû-

òàíèé (m1 = 8, N1 = 200); çíà÷åíèå êðèòå-

ðèÿ = 0,00573; çíà÷åíèå ïðè áîëüøèõ N1, N2 =

= 0,01458; á — ðåçóëüòàò 4-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà

ïîñëå N2 èñïûòàíèé (m2 = 3, N2 = 200); çíà÷åíèå

êðèòåðèÿ = 0,01382; çíà÷åíèå ïðè áîëüøèõ N1,

N2 = 0,01458.

Ïðè ðåøåíèè ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ïîñòðîå-

íû òàê íàçûâàåìûå òî÷íûå D-îïòèìàëüíûå ïëà-

íû, êîòîðûå î÷åíü òðóäíî ïîëó÷èòü äðóãèìè ìå-

òîäàìè. Õîòÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ïåðåìåííûõ òðóäî-

åìêîñòü ìåòîäà (êàê è äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ)

ðåçêî âîçðàñòàåò çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà îï-

ðåäåëèòåëÿ, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðîñò, íà-

äåæåí è ëåãêî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî

âûèãðûø îò èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëà-

íîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ ñïîñîáåí îïðàâäûâàòü ëþáûå

âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå ýòèõ

ïëàíîâ.

Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ ìåòîäèêó, äàæå ñ ïî-

ìîùüþ ÏÊ ìîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå ïëà-

íû äëÿ ðàçíûõ îáëàñòåé ïðè óìåðåííûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòè÷íîé

ðåãðåññèè îò s ïåðåìåííûõ ïðè s . 10).
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