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Â ìîäåëÿõ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ãèïîòåçû î çíà÷èìîñòè ôàêòîðîâ îáðàçóþò ñðàâíåíèÿ

óðîâíåé îäíîãî è òîãî æå ôàêòîðà. Åñëè ïî êðèòåðèþ ïðîâåðêè òàêèõ ãèïîòåç íåò îñíîâà-

íèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå íåêîòîðûõ óðîâíåé ôàêòîðîâ, òî ýòè óðîâíè ïðèçíà-

þòñÿ çíà÷èìî îòëè÷àþùèìèñÿ äðóã îò äðóãà. Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîïûòêà âûÿñíèòü,

âëèÿþò ëè çíà÷èìî óðîâíè ôàêòîðîâ ïî îòäåëüíîñòè íà èññëåäóåìóþ âåëè÷èíó. Èññëåäî-

âàíû ëèíåéíûå ìîäåëè äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà â óñëîâèÿõ ïîëíîãî è íåïîëíîãî ôàêòîð-

íîãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû îáðàáîòêè ìîäåëåé äèñïåðñèîííîãî

àíàëèçà ðàçðàáîòàíû ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé íåïîëíîãî ðàíãà â ìîäåëè ïîë-

íîãî ðàíãà è ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì â âèäå ïðÿìîé

ñóììû îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç êà÷åñòâåííûõ ôàê-

òîâ ìîäåëè. Âûáèðàÿ â èñõîäíîé ìàòðèöå íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûå ãðóïïû ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ñòîëáöîâ è îðòîãîíàëèçèðóÿ ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ — ñòîëáöîâ ìàòðèöû, ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ðàçëè÷íûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì.

Ïðîåêöèè âåêòîðà îòêëèêà íà âåêòîðû îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è

òîìó æå áàçèñó, îïðåäåëÿþò âêëàä äàííîãî ôàêòîðà â îáùóþ ñóììó êâàäðàòîâ, ïîëó÷àåìóþ

â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè îòêëèêà íà âñå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì â öåëîì.

Ïðè ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì ýòè

âêëàäû ôàêòîðîâ ìåíÿþòñÿ. Â óñëîâèÿõ íåïîëíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî âûäå-

ëèòü òàêîé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì, êîòîðûé

îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøóþ çíà÷èìîñòü êàêîãî-ëèáî ñðàâíåíèÿ îäíîãî èç ôàêòîðîâ, à ñëåäî-

âàòåëüíî, è ñàìîãî ôàêòîðà. Ýòî ïîçâîëÿåò âûÿâèòü íàèëó÷øóþ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå

ñõåìó ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, îáåñïå÷èâàþùóþ íàèáîëüøóþ çíà÷èìîñòü âûäåëÿåìûõ

ôàêòîðîâ. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåí ìåòîä ðàíæèðîâàíèÿ

ôàêòîðîâ LASSO.
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In analysis of variance models the hypotheses about factor significance form comparisons of the levels of

the same factor. If there are no reasons according to the criterion for testing such hypotheses to reject the

hypothesis about the equality of some levels of factors, then these levels are considered significantly differ-

ent. The goal of the article is to find out whether the levels of factors have a significant effect on the re-

sponse variable. Linear models of analysis of variance (AV) under conditions of complete and incomplete

factor design are considered. As a computational scheme for processing the AV models the procedure for

transforming incomplete rank models into a full rank models and representing the space of linear esti-

mated forms as a direct sum of orthogonal subspaces corresponding to each of the qualitative facts of the

model has been developed. Choosing different groups of linearly independent columns in the initial obser-

vation matrix and orthogonalizing this system of vectors (as columns of the matrix) we can obtain various

orthogonal bases for the space of linear forms under estimation. Projections of the response vector to the

vectors of orthogonal basis corresponding to the same basis determine the contribution of this factor to

the total sum of squares obtained as a result of the response projection to the entire space of linear forms

being estimated. With different orthogonal bases of the space of linear estimated forms, these contribu-

tions of factors change. Under conditions of incomplete factor design, one can distinguish an orthogonal

basis of the space of linear estimated forms which provides the greatest significance of any comparison of
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one of the factors, and, consequently, of the factor itself. This allows determination of the best (in a certain

sense) experimental design which ensures the greatest significance of the factors selected. To prove the re-

sults obtained the method of ranking factors LASSO was used.

Keywords: analysis of variance; qualitative factors; space of linear estimated forms; comparisons; full

and incomplete rank models; LASSO.

Äèñïåðñèîííûé àíàëèç (ÄÀ) êàê îäèí èç ìåòîäîâ

ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ èçâåñòåí ñ íà-

÷àëà ïðîøëîãî âåêà. Òåîðèÿ ýòîãî ìåòîäà â çíà-

÷èòåëüíîé ìåðå ðàçâèòà â ðàáîòàõ Ð. Ôèøåðà, êî-

òîðûé è ââåë â ñòàòèñòèêó òåðìèíû «äèñïåðñèÿ»,

«äèñïåðñèîííûé àíàëèç». Ñïåöèôèêîé ìîäåëåé

ÄÀ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ïðÿìîãî ïðèìå-

íåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöå-

íîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé âñëåäñòâèå

êà÷åñòâåííîé ïðèðîäû âõîäíûõ ôàêòîðîâ. Çà ïî-

ñëåäíåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ÄÀ ïðå-

òåðïåëè ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ñâÿçàííûå

ñ èõ óíèâåðñàëèçàöèåé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîò-

ðåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ îöåíîê ñðàâíåíèé, îòíîñèòåëüíî êîòî-

ðûõ òðàäèöèîííî ïðîâåðÿþòñÿ ãèïîòåçû ÄÀ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ìîäåëè ÄÀ ñ äåòåðìè-

íèðîâàííûìè ôàêòîðàìè. Òàêèå ìîäåëè â ìàò-

ðè÷íîé ôîðìå îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå [1]

Y = Xè + e. (1)

Çäåñü Y — n-ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ñ.â.),

èìåþùàÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé íåêîòîðîå ïîäìíî-

æåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn; X — ìàòðèöà íàáëþäå-

íèé (ïëàíèðîâàíèÿ, ïëàí ýêñïåðèìåíòà) ðàçìåð-

íîñòè n × p; è — p-ìåðíûé âåêòîð íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè; e — àääèòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ìîäåëè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âû-

äâèãàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè è

íåêîððåëèðîâàííîñòè.

Ïîäðîáíåå î ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà äëÿ

ìîäåëåé ÄÀ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â

ðàáîòå [2].

Ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îáû÷-

íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà ðàñïðå-

äåëåíà ïî ìíîãîìåðíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó,

ò.å.

e ~ N(0, ó2I), (2)

ãäå ó2 — äèñïåðñèÿ îøèáêè íàáëþäåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû Y â êàæäîé òî÷êå íàáëþäåíèé; I —

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïðè íàðóøåíèè

óñëîâèÿ (2) öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû íå-

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÄÀ [3].

Â ìàòðèöå X êàæäîìó ôàêòîðó ñîîòâåòñòâóåò

÷èñëî ñòîëáöîâ, ðàâíîå ÷èñëó åãî óðîâíåé. Åñëè

÷èñëî ôàêòîðîâ â ìîäåëè (1) ðàâíî m, à ÷èñëî

óðîâíåé êàæäîãî ôàêòîðà — si, i = 1, ,m òî ÷èñëî

ñòîëáöîâ ìàòðèöû X ñîñòàâèò

p s
i

i

m

� 


�

�1

1

. (3)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå, ðàâíîå

åäèíèöå, îçíà÷àåò, ÷òî â ìîäåëè âñåãäà ïðèñóò-

ñòâóåò íåêîòîðûé ïàðàìåòð, îáîçíà÷àåìûé â âåê-

òîðå è ÷åðåç ì, íàçûâàåìûé ãåíåðàëüíûì ñðåä-

íèì ìîäåëè. Â ìàòðèöå X åìó ñîîòâåòñòâóåò ïåð-

âûé ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö. Îñòàëüíûå

ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ñîñòîÿò èç íóëåé è åäè-

íèö, ïðè÷åì åäèíèöåé â si-õ ñòîëáöàõ i-ãî ôàêòî-

ðà îòìå÷àåòñÿ òîò ñòîëáåö, êîòîðûé ñîîòâåòñòâó-

åò óðîâíþ ôàêòîðà, íà êîòîðîì òîò ïðèñóòñòâóåò

â íàáëþäåíèè. Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèå

çà ïåðâûì ñòîëáöîì s1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû ÷åðåç

á1, á2, ..., ás1, ýòèìè æå ñèìâîëàìè îáîçíà÷àþò s1

ïàðàìåòðîâ â âåêòîðå è; ñëåäóþùèå s2 ñòîëáöîâ

ìàòðèöû — ÷åðåç â1, â2, ..., âs2, ýòî óðîâíè âòîðî-

ãî ôàêòîðà, â âåêòîðå è èì ñîîòâåòñòâóþò òàêæå

ýòè s2 ñèìâîëîâ, è ò.ä.

Òàêîå ïîñòðîåíèå ìàòðèöû X ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî åå ñòîëáöû îáðàçóþò ëèíåéíî çàâèñè-

ìóþ ñèñòåìó n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó ñóì-

ìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó

ôàêòîðó, ðàâíà åäèíè÷íîìó ñòîëáöó. Íàèáîëü-

øåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû X áûâàåò â ïîëíîì ôàêòîðíîì ýêñïåðèìåí-

òå (ÏÔÝ). Ýòî ÷èñëî ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû X è

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r rg s p m
i

i

m

: ( ) .� � 
 	 � 	

�

�X 1 1

1

(4)

Ïîëíûì ôàêòîðíûì ýêñïåðèìåíòîì íàçûâà-

þò äèñïåðñèîííóþ ìîäåëü ñ ìàòðèöåé X, ñîäåð-

æàùåé ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà-

áëþäåíèÿ (ñòðîê ìàòðèöû X), ïðè êîòîðîì êàæ-

äûé óðîâåíü êàæäîãî ôàêòîðà âñòðå÷àåòñÿ ñ êàæ-

äûì óðîâíåì îñòàëüíûõ ôàêòîðîâ ðîâíî îäèí

ðàç [4, 5]. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî òàêèõ íàáëþäå-

íèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê n = s1s2...sm. Èç ïîñëåäíåãî

ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî r < p . n, ïðè ýòîì

ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿåò íàçûâàòü âñå

ìîäåëè ÄÀ ìîäåëÿìè íåïîëíîãî ðàíãà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ÏÔÝ

(1) ñ m = 2, s1 = 2, s2 = 3. Ìàòðèöó X äëÿ ìîäåëåé

âèäà (1) çàäàþò îáû÷íî â âèäå XR ðàçìåðíîñòè

n × m, â êîòîðîé i-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íîìåðà òåõ
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óðîâíåé ôàêòîðîâ, íà êîòîðûõ îíè ïðèñóòñòâóþò

â i-ì íàáëþäåíèè. Òîãäà
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîé ìîäåëè r = 4, p = 6,

n = 6.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé

ÄÀ ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå çíà÷èìîñòè âëèÿíèÿ êà-

æäîãî ôàêòîðà íà èññëåäóåìóþ ñ.â. Y.

Îáîáùåííîå îáðàùåíèå ìàòðèö

â ìîäåëÿõ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü çíà÷èìîñòü

êàê ìîäåëè (1) â öåëîì, òàê è êàæäîãî èç m ôàê-

òîðîâ, ñîäåðæàò ñòàòèñòèêè, îïðåäåëÿåìûå ÌÍÊ-

îöåíêàìè âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëè è̂ . Ïîýòîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü äîëæíà áûòü ðå-

øåíà çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà è̂. Â ñèëó îñîáåí-

íîñòè ìàòðèöû X ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé ôîð-

ìóëû Ãàóññà è̂ = (XòX)–1XòY äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ

îöåíîê íåâîçìîæíî.

Â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà âû÷èñëå-

íèÿ îöåíîê è̂ â ìîäåëè ÄÀ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäó-

ðà îáîáùåííîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèö. Ñëåäóÿ ðàáî-

òàì [6, 7], êðàòêî îïèøåì ñõåìó ýòîé âû÷èñëè-

òåëüíîé ïðîöåäóðû.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííî îáðàòíîé ìàòðèöåé

íåêîòîðîé ìàòðèöû A íàçûâàþò ëþáóþ ìàòðèöó

A–, òàêóþ, ÷òî AA–A = A.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

XòXè = XòY (5)

â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ìàòðèöû XòX ñëóæèò

âåêòîð

è̃ = (XòX)–Xòy + (H – I)z, (6)

ãäå H = (XòX)–XòX, z — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

Â ýòîé ñõåìå ìàòðèöà H âàæíà íå òîëüêî òåì,

÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà åå ñòðîê îïðåäåëÿåò ïðî-

ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì (ËÎÔ)

äàííîé ìîäåëè ïðè çàäàííîé ìàòðèöå X. Íàè-

áîëüøèé èíòåðåñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âûçûâàþò

ñðàâíåíèÿ — ëèíåéíûå ôóíêöèè óðîâíåé îäíîãî

è òîãî æå ôàêòîðà, ñóììà êîýôôèöèåíòîâ êîòî-

ðûõ ðàâíà íóëþ. Â ÄÀ èìåííî ñðàâíåíèÿ ôîðìè-

ðóþò ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû. Íî ïðîñòðàíñòâî

ËÎÔ ìîæåò è íå ñîäåðæàòü ñðàâíåíèé — ëèíåé-

íûõ ôóíêöèé óðîâíåé êàêèõ-ëèáî ôàêòîðîâ èëè

äàæå âñåõ ôàêòîðîâ, ýòî çàâèñèò îò ìàòðèöû íà-

áëþäåíèé X. Îòâåò íà âîïðîñ, èìåþòñÿ ëè â ïðî-

ñòðàíñòâå ËÎÔ ñðàâíåíèÿ, ò.å. ìîãóò ëè áûòü

ñôîðìèðîâàíû ãèïîòåçû î çíà÷èìîñòè ôàêòîðîâ

ìîäåëè, ïîëó÷àþò ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû H. Ñïðà-

âåäëèâî óòâåðæäåíèå [6]: ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ còè

ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå còH = cò.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà è̃ (6) ÿâëÿ-

åòñÿ ñìåùåííîé:

Mè̃ = (XòX)–XòMy + (H – I)z = Hè + (H – I)z

äàæå ïðè z = 0. Íî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà c âåëè-

÷èíà còè̃ ñîõðàíÿåòñÿ îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ ðå-

øåíèé ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (5) [1, 6].

Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî còH =

= cò è ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y, ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîé ðàâíî còè.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé

äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ïîëíîãî ðàíãà

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîëó-

÷åíèÿ îáîáùåííîé îáðàòíîé ìàòðèöû (XòX)– [6],

êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âû÷èñëèòåëüíóþ

ñõåìó â ìîäåëÿõ ÄÀ è ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ìîäå-

ëè íåïîëíîãî ðàíãà (1) ê ìîäåëè ÄÀ ïîëíîãî ðàí-

ãà. Îïèøåì ýòó âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó.

I. Ïîëó÷àåì ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

X [8], ò.å. åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ ìàòðèö:

X = T · A, (7)

ãäå T — ìàòðèöà ïîëíîãî ñòîëáöîâîãî ðàíãà ðàç-

ìåðíîñòè n × r, ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû X; A — ìàòðèöà ðàçìåð-

íîñòè r × p.

Òàêîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ñõåìå

Ãàóññà ñ îáðàòíûìè õîäàìè âñÿêèé ðàç, êàê òîëü-

êî î÷åðåäíîé ñòîëáåö ìàòðèöû X îêàæåòñÿ çàâè-

ñèìûì îò ïðåäûäóùèõ åå ñòîëáöîâ. Ïóñòü q ïåð-

âûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû X îáðàçóþò ëèíåéíî íåçà-

âèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, 1 . q < r. Îíè ïåðå-

ïèñûâàþòñÿ â ìàòðèöó T, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì

çàïîëíÿþòñÿ q ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, êî-

òîðûå îáðàçóþò q íóëåâûõ âåêòîðîâ ñ åäèíèöåé â

êàæäîì èç íèõ íà q-ì ìåñòå. Êàê òîëüêî (q + 1)-é

ñòîëáåö ìàòðèöû X îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-

ìûì îò ïðåäûäóùèõ q ñòîëáöîâ, îáðàòíûì õîäîì

ìåòîäà Ãàóññà îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé

çàïèñûâàþòñÿ â (q + 1)-é ñòîëáåö ìàòðèöû A.

Äàëåå èç ìàòðèöû X óäàëÿåòñÿ (q + 1)-é ñòîëáåö,

è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü ñõåìà Ãàóññà. Ðåçóëüòàò
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ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû èç ðàññìîòðåí-

íîãî âûøå ïðèìåðà èìååò âèä
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1 1 1 0
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1 0 0 1

1 0 0 0
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�
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�

�

�

�
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1 0 1 0 0 1

0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 1

.

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé èç-

ìåíèì ïîðÿäîê ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîðÿäîê êîìïîíåíò âåêòîðà è, òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû ñòîëáöû ìàòðèöû A ñ åäèíñòâåííû-

ìè åäèíèöàìè â íèõ ðàñïîëàãàëèñü íà ïåðâûõ r

ìåñòàõ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ýòî 1, 2, 4 è 5-é

ñòîëáöû. Â ìàòðèöàõ T è A îáîçíà÷èì áóêâåííû-

ìè ñèìâîëàìè ñòîëáöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûì

ïîðÿäêîì êîìïîíåíò âåêòîðà è = (ì, á1, â1, â2, á2,

á3)
ò è ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â áëî÷íîé ôîðìå.

Òîãäà ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ïðèìåò âèä

X T A� �·
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7 � 8 8
1 1 2

1 1 1 0

1 1 0 1

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

·

7 � 8 8 � 8
1 1 2 2 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1

1 0

0 1

0 1
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�T I K· ( | ).

II. Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû X â

âèäå X = T · A ïîäñòàâèì â ìîäåëü (1):

Y = Xè + e = TAè + e = Tø + e, (8)

ãäå ø = A · è — âåêòîð ðàçìåðíîñòè r.

Ïîêàæåì, ÷òî âåðõíèé ëåâûé áëîê ìàòðè-

öû (XòX)– ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (TòÒ)–1, à

îñòàëüíûå âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ðàâíû

íóëþ, ò.å.

( )
( )

.X X
T T

ò

ò

	

	

�

�

�

�

�

�

�

1 0

0 0

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

ìàòðèöû A â âèäå A = (I|K), èìååì

( ) ( )( ) ( )X X X X X X X Xò ò ò ò	 	
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X X

ò ò

ò ò

ò

( ) ( )
.

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà A îáëàäàåò ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè [4, 5].

1. Îíà ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ÷àñòüþ ìàòðè-

öû H:

H X X X X� �
	( )ò ò

�
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�
�

�

�

�
�
�




�

�
�

�

�

�
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	( )

( ) ( )

T T T T T TK

TK T TK TK

ò ò ò

ò ò

1 0

0 0

�
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�

�

� �




�

�

�

�

�

I K A

0 0 0
,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå ñòðîêè ñîäåðæàò êîýôôè-

öèåíòû áàçèñíûõ ëèíåéíûõ ôîðì ïðîñòðàíñòâà

ËÎÔ.

2. Â ñëó÷àå ïîëíîãî ðàíãà ìàòðèöû X áàçèñ-

íûå ëèíåéíûå ôîðìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñðàâ-

íåíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ òðàäèöèîííî ïðî-

âåðÿþòñÿ ãèïîòåçû â ÄÀ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A ðàâíî ïîëíîìó ñòîëáöî-

âîìó ðàíãó ìàòðèöû X (ñì. ôîðìóëó (4)), òî íåò

ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî îñíîâíóþ ãèïîòåçó î çíà÷è-

ìîñòè ôàêòîðîâ ìîæíî ïðîâåðèòü, çàïèñàâ åå ÷å-

ðåç ñðàâíåíèÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå êîìïîíåíòû

âåêòîðà ø îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ø1 = ì + á2 + â3, ø2 = á1 – á2,

ø3 = â1 – â3, ø4 = â2 – â3.

Ìîäåëü ÄÀ, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå (8), ïîçâî-

ëÿåò îïðåäåëèòü ÌÍÊ-îöåíêè âåêòîðà ñðàâíåíèé

ø ïî îáû÷íîé ôîðìóëå Ãàóññà – Ìàðêîâà êàê

ø̂= (TòT)–1TòY, (9)

ïðè ýòîì ^ ^ 1 � �m Y — ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòî-

ðà Y.

Êðèòåðèè ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè

äèñïåðñèîííîé ìîäåëè è åå ôàêòîðîâ

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ÌÍÊ-îöåíîê íå-

èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (8) ñëåäóåò ïåðåé-

òè ê ïðîöåäóðå ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè ïîñòðîåí-

íîé ìîäåëè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà-

÷åíèÿ [1]: SSP = YòY = |Y|2 — ïîëíàÿ ñóììà

êâàäðàòîâ ìîäåëè, ãäå |Y| — äëèíà âåêòîðà;
^
Y —

îöåíêà âåêòîðà Y, ïîëó÷åííàÿ ïî ôîðìóëå
^
Y =

= Tø̂. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð
^
Y

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà Y íà

ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îöåíèâàåìûõ ôîðì, ò.å.
^
Y = T(TòT)–1TY, à T(TòT)–1T — îðòîãîíàëüíûé
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ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî ËÎÔ. Ïîêàæåì, ÷òî
^ ^
Y Yò = ø̂òTòTø̂.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â ýòîì âûðàæåíèè ÷èñ-

ëåííî ðàâíà òîé ÷àñòè ñóììû SSP, êîòîðàÿ îáó-

ñëàâëèâàåòñÿ ìîäåëüþ, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç SS,

ò.å.

SS = ø̂òTòTø̂ =
^ ^

|
^

| .Y Y Yò
�

2 (10)

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà îñòàòêîâ ê = (Y –
^

),Y

îðòîãîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâó ËÎÔ, îáîçíà÷èì

÷åðåç SSO = (Y –
^
Y)ò(Y –

^
Y) =|Y –

^
| .Y 2 Óñëîâèÿ,

îïðåäåëÿþùèå âåêòîðû
^
Y è (Y –

^
),Y ïîçâîëÿþò

çàïèñàòü âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðàññìàòðè-

âàåìûå ñóììû êâàäðàòîâ:

SSP = SS + SSO. (11)

Ñîãëàñíî [1] îñíîâíàÿ ãèïîòåçà î çíà÷èìîñòè

ôàêòîðîâ ìîäåëè ÄÀ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

H0: ø = 0. (12)

Ñòàòèñòèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïðîâåðêè ãè-

ïîòåçû (12), âû÷èñëÿåòñÿ êàê

F
r

SSO n r

n r

r

SS

SSO
�

	

�

	

� �^
( )

( )
.

  
ò òT T

(13)

Îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñíåäåêîðà – Ôèøåðà

ñ r è n – r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òîãäà êðèòåðèåì

ïðîâåðêè ãèïîòåçû (12) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

F > Fá; r; n – r , (14)

ãäå Fá; r; n – r — á-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñíå-

äåêîðà – Ôèøåðà, á 3 (0; 1) — âûáèðàåìûé óðî-

âåíü çíà÷èìîñòè. Åñëè íåðàâåíñòâî (14) âåðíî, òî

ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îñíîâíàÿ ãèïîòåçà íå îò-

âåðãàåòñÿ. Ïðè îòêëîíåíèè ãèïîòåçû (12) ìîäåëü

(8) ïðèçíàåòñÿ çíà÷èìîé, îäíàêî ýòî ñîâñåì íå

îçíà÷àåò, ÷òî âñå âõîäíûå ôàêòîðû, ñîäåðæàùèå-

ñÿ â ìîäåëè, îêàçûâàþò çíà÷èìîå âëèÿíèå íà

îòêëèê. Ïîýòîìó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,

íàïðèìåð, äëÿ ïîâûøåíèÿ èíòåðïðåòàöèîííûõ

ñâîéñòâ ìîäåëè, èìååò ñìûñë ïðîâåðÿòü íà çíà-

÷èìîñòü íå òîëüêî ìîäåëü öåëèêîì, íî è êàæ-

äûé âêëþ÷àåìûé â íåå âõîäíîé ôàêòîð â îòäåëü-

íîñòè.

Ñ ýòîé öåëüþ ïðèâåäåííàÿ âûøå âû÷èñëè-

òåëüíàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ êàæäî-

ãî âõîäíîãî ôàêòîðà ïî îòäåëüíîñòè. Òîãäà (13)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

F
q

SSO n r
k

k k k k k
�

	

� �^
( )

^

( )
,

  
ò òT T

(15)

ãäå Tk — ÷àñòü ìàòðèöû T, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k-ìó

ôàêòîðó, k = 1, ;m qk = sk – 1 — ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ÷èñëèòåëÿ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðÿòü íà çíà÷èìîñòü

è êàæäîå ñðàâíåíèå êàæäîãî ôàêòîðà. Â ýòîì ñëó-

÷àå â (15) ñëåäóåò ïîëîæèòü qk 9 1, à â êà÷åñòâå Tk

áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäèí èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû

T, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîâåðÿåìîìó ñðàâíåíèþ,

îáîçíà÷èì åãî t(l), l = 1, .r

Êàê ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è

äëÿ öåëåé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòà-

òîâ èäåàëüíûì áûë áû ñëó÷àé, êîãäà ñóììà êâàä-

ðàòîâ, îáóñëîâëåííàÿ ìîäåëüþ, ìîãëà áû áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

SS = SS1 + SS2 + ... + SSr , (16)

ãäå SSl — ñóììà êâàäðàòîâ, âíîñèìàÿ â SS êàæ-

äûì l-ì ñðàâíåíèåì, l = 1, .r

Îðòîãîíàëèçàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû T

Â êðèòåðèè (14) èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòèêè

(13) è (15), îïðåäåëÿåìûå ñóììàìè êâàäðàòîâ

SSk, îäíàêî äëÿ íèõ ðàâåíñòâî (16) íå èìååò ìå-

ñòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âõîäíûå ôàêòîðû â ìîäåëè

(8) çàâèñèìû, ïðè÷åì ôîðìà çàâèñèìîñòè ìîæåò

áûòü êàê ëèíåéíîé, òàê è íåëèíåéíîé. Îò ëèíåé-

íîé çàâèñèìîñòè ôàêòîðîâ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ïó-

òåì îðòîãîíàëèçàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû T ìåòî-

äîì Ãðàìà – Øìèäòà [8, 9].

Ðåçóëüòàòîì îðòîãîíàëèçàöèè ìàòðèöû T áó-

äåò ìàòðèöà
~

.T Òîãäà ìîäåëü (8) ïðèìåò âèä

Y =
~
Tö + e, (17)

ãäå âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé (8) è (17) ñâÿçà-

íû ñîîòíîøåíèåì

ø = Pö, (18)

à P — ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ø ê áàçèñó ö

â ïðîñòðàíñòâå ËÎÔ. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà â ýòîì

ñëó÷àå áóäåò çàïèñàíà êàê H0: Pö = 0, ÷òî ïðè

óñëîâèè íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû P ðàâíî-

ñèëüíî

H0: ö = 0. (19)

Â ïðåäïîëîæåíèè (2) âåêòîðû îöåíîê ø̂ è ö̂

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ø̂ ~ N(Tø, ó2(TòT)–1),

ö̂ ~ N(
~
Tö̂), ó2(

~ ~
T Tò )–1). Èç êóðñà òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé [10] èçâåñòíî, ÷òî êîâàðèàöèîííûå ìàò-

ðèöû îöåíîê ø̂ è ö̂, îáîçíà÷àåìûå Ã
 ̂

è Ã^,
:

âñëåäñòâèå (18) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Ã
 ̂

=

=PÃ P
:̂

ò èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ó2(TòT)–1 =

� �
2P T T(

~ ~
ò )–1Pò.

Îòñþäà ((TòT)–1)–1 = (P(
~ ~
T Tò )–1Pò)–1 èëè

TòT = (P(
~ ~
T Tò )–1Pò)–1. Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

â (10) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ö̂ò(TòT)ö̂ = (Pö̂)ò(P(
~ ~
T Tò )–1Pò)–1(Pö̂) =

= ö̂òPò(Pò)–1(
~ ~
T Tò )P–1Pö̂ = ö̂ò(

~ ~
T Tò )ö̂.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðà-

òè÷íûå ôîðìû ö̂ò(TòT)ö̂ è ö̂ò(
~ ~
T Tò )ö̂ ÷èñëåííî

ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêè êðèòåðèåâ

ïðîâåðêè ãèïîòåç (12) è (19) ñîâïàäàþò. Òîãäà

î÷åâèäíî, ÷òî (12) è (19) — ýòî îäíà è òà æå ãè-

ïîòåçà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàçíûìè ðàâåíñòâàìè.

Ïîýòîìó âñå âûâîäû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïàðà-

ìåòðîâ ö ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé
~
T ìîãóò

áûòü îäíîçíà÷íî ïåðåíåñåíû îòíîñèòåëüíî âåê-

òîðà ïàðàìåòðîâ ø ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðè-

öåé T.

Ââåäåíèå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè ñó-

ùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó:

ìàòðèöà TòT ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé, îòïàäàåò

íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ê íåé ìàò-

ðèöû äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ èëè

ñðàâíåíèé, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷-

íî ïðîñòî çàìåíèòü åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

îáðàòíûìè ê íèì âåëè÷èíàìè. Îáîçíà÷èì äèàãî-

íàëü òàêîé îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç âåêòîð d =

= (d1, d2, ..., dr).

Îáðàùàÿñü ê (8) è (9), çàìåòèì, ÷òî, âû÷èñëèâ

âåêòîð TòY, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè âåêòîðà

ñðàâíåíèé ø̂ êàê ñëàãàåìûå ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ (d, TòY). Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ îðòîãî-

íàëüíîñòè T ðàâåíñòâî (16) âûïîëíÿåòñÿ, òî ñíà-

÷àëà ìîæíî âû÷èñëÿòü ñóììû SSl, l = 1, ,r à çà-

òåì, îáúåäèíÿÿ èõ ïî ïðèçíàêó ïðèíàäëåæíîñòè

ê îäíîìó è òîìó æå ôàêòîðó è ñóììèðóÿ, îïðåäå-

ëèòü ñóììû êâàäðàòîâ, îáóñëîâëåííûå êàæäûì

âõîäíûì ôàêòîðîì â îòäåëüíîñòè.

Ýòî ïîçâîëÿåò èçìåíèòü âñþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ñõåìó ìåòîäà â ïðèíöèïå. Äåëî â òîì, ÷òî èç-çà

îñîáåííîñòåé ìîäåëåé ÄÀ ñàìè ïî ñåáå îöåíêè

âåêòîðà ñðàâíåíèé ø̂ ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé

íå èñïîëüçóþòñÿ, âàæíû ëèøü çíà÷åíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñóìì êâàäðàòîâ, êîòîðûå âíîñÿòñÿ â

îáùóþ ñóììó êàæäûì îòäåëüíûì ôàêòîðîì (èëè

ñîîòâåòñòâóþùèì ñðàâíåíèåì).

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îðòîãîíàëèçàöèè ìàòðèöû

T åå ñòîëáöû t(l), l = 1, ,r îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ËÎÔ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îç-

íà÷àåò, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî ËÎÔ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû îðòîãîíàëüíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ, à ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ïðîãíî-

çîâ — â âèäå
^
Y = ;

�l

r

l
Z

1

, ãäå Zl — ïðîåêöèÿ âåêòî-

ðà Y íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî

áàçèñà t(l). Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåí-

ñòâà (16). Èçâåñòíî, ÷òî ïîî÷åðåäíî âû÷èñëÿå-

ìûå ïðîåêöèè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì

[1, 8]

Z
Y t

Y
t

l

l

l

l

l
�

( , )

| |
· ,

( )

( )

2
l = 1, ,r (20)

ãäå Yl = Y – Z
i

i

l

�

�

1

. Ïðè ýòîì íåñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî

SSl = |Zl|
2, (21)

à ñàìà âåëè÷èíà |Zl| åñòü l-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà
^
Y â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç ñòîëá-

öîâ ìàòðèöû T. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñóìì SSl ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ

ñõåìó.

Øàã 0. Ïîëîæèòü Y1 = Y, l = 1.

Øàã 1. Îïðåäåëèòü î÷åðåäíóþ ïðîåêöèþ Zl

ïî ôîðìóëå (20).

Øàã 2. Âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ (21).

Øàã 3. Âû÷èñëèòü îñòàòîê îò ïðîåêòèðîâà-

íèÿ âåêòîðà Y íà t(l):

Yl + 1 = Yl – Zl.

Øàã 4. Åñëè l < r, òî ïîëîæèòü l = l + 1 è ïå-

ðåéòè íà Øàã 1, èíà÷å çàêîí÷èòü.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îêîí÷àíèè ñõåìû ïîñëåäíåå

çíà÷åíèå îñòàòî÷íîé ñóììû ñîâïàäåò ñ SSO, ò.å.

SSO = |Yr – Zr|
2.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ðåçóëüòàòû èññëå-

äîâàíèÿ ìîäåëåé ÄÀ ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîé

âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû íåîäíîçíà÷íû: â ìîäåëÿõ

íåïîëíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà (ÍÔÝ) íà

çíà÷èìîñòü óðîâíåé ôàêòîðîâ ìîãóò îêàçàòü

âëèÿíèå ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ôàêòîðîâ è èõ óðîâ-

íåé, âñëåäñòâèå ÷åãî èçìåíÿåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà ËÎÔ. Â öåëÿõ ñíèæåíèÿ óðîâíÿ íåîïðå-

äåëåííîñòè âûâîäîâ îòíîñèòåëüíî ìîäåëåé ÄÀ

àâòîðû ïðåäëàãàþò èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçàöè-

îííûé ïîäõîä.

Ìåòîä LASSO äëÿ âûÿâëåíèÿ

çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ â ìîäåëÿõ ÄÀ

Èçíà÷àëüíî ìåòîä LASSO áûë ðàçðàáîòàí

Ð. Òèáøèðàíè [11] â öåëÿõ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè èíôîðìàöèîííîé ìàò-

ðèöû, îäíàêî ïîçæå îáíàðóæèëèñü äîïîëíèòåëü-

íûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ìåòîäà, ïîçâîëèâøåãî ñó-

ùåñòâåííî ðàñøèðèòü åãî âîçìîæíîñòè. Â íà÷àëå

XXI âåêà â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ïîÿâèëîñü

ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ðàçðàáîò-

êå ðàçíîîáðàçíûõ âåðñèé ìåòîäà LASSO, êîòî-

ðûå íå ïðåêðàùàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ [12].

Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ìåòîä LASSO óïî-

ìèíàåòñÿ âûáîðî÷íî è, êàê ïðàâèëî, â ìåòîäè÷å-

ñêîé ëèòåðàòóðå íà ïðàêòèêå àêòèâíî íå èñïîëü-

çóåòñÿ.

Êðàòêî èçëîæèì èäåè ìåòîäà LASSO. Ïóñòü

çà îñíîâó âçÿòà ëèíåéíàÿ ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåñ-

ñèîííàÿ ìîäåëü

Y = è0 + è1x1 + ... + èmxm + e, (22)

ãäå x1, x2, ..., xm — çàäàííûå âõîäíûå ïåðåìåí-

íûå, è0, è1, ..., èm — íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìî-
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äåëè, e — àääèòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà ìàñøòàáà îáû÷íî ðåêî-

ìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü öåíòðèðîâàíèå è íîðìèðî-

âàíèå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ìîäåëü (22)

áóäåò ëèøåíà ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è, ñ òî÷íîñòüþ äî

îáîçíà÷åíèé, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

Y = è1x1 + ... + èmxm + e = xè + e. (23)

Â ðàìêàõ ðåøàåìîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿòü óêà-

çàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íåò íåîáõîäèìîñòè, ïî-

ñêîëüêó çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî â ìîäåëÿõ ÄÀ âñå

ýëåìåíòû ìàòðèöû íàáëþäåíèé X ìîãóò ïðèíè-

ìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, ò.å. ìàñøòàáèðîâà-

íèå íå òðåáóåòñÿ.

Ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (23) ïðè

ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû XòX êàê çíà-

÷åíèÿ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê, òàê è èõ äèñïåðñèÿ

ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. Ýòî íåãà-

òèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïðîâîäèìîãî

ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó ïîÿâëÿþòñÿ

ñóùåñòâåííûå îøèáêè â ïðîãíîçèðîâàíèè çíà-

÷åíèé îòêëèêà [11, 12]. Äëÿ êîíòðîëÿ òàêèõ îøè-

áîê ïðåäëîæåíî ðåøàòü çàäà÷ó óñëîâíîé îïòè-

ìèçàöèè

(Y – Xè)ò(Y – Xè) � min,
6

Pe(è) . ë, (24)

ãäå Pe(è) — ôóíêöèÿ øòðàôà (penalty function);

ë — íåêîòîðûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Åñëè â

çàäà÷å (24) øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ñóììà êâàä-

ðàòîâ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (23), òî ïîëó-

÷èòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ðèäæ-ðåãðåñ-

ñèè, à åñëè Pe(è) = |è1| + ... + |èm|, òî âîçíèêàåò

ìåòîä LASSO.

Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü ðèäæ- è

LASSO-ðåãðåññèé, ïîëó÷àåìûå íà èõ îñíîâå ðå-

çóëüòàòû áóäóò èìåòü ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ.

Ïîëåçíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îöåíîê LASSO:

åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè ë = ë0 êàêîé-ëèáî èç ïàðàìåòðîâ ðåãðåñ-

ñèè îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

ë < ë0 ýòîò ïàðàìåòð òàêæå îñòàåòñÿ ðàâíûì

íóëþ, ÷òî íåñâîéñòâåííî ðèäæ-ðåãðåññèè [11, 12].

À ïîñêîëüêó íóëåâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà àâòîìà-

òè÷åñêè îçíà÷àåò íåçíà÷èìîñòü ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî åìó ôàêòîðà, òî, óìåíüøàÿ âåëè÷èíó ïàðàìåò-

ðà ðåãóëÿðèçàöèè, ìîæíî íàáëþäàòü ïîñòåïåí-

íîå èñêëþ÷åíèå èç èñõîäíîé ìîäåëè ìàëîçíà÷è-

ìûõ âõîäíûõ ôàêòîðîâ è ñîõðàíåíèÿ â íåé òåõ,

êîòîðûå äàæå ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ îãðàíè÷å-

íèé ïðèíèìàþò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà, ðå-

øàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çàäà÷è òèïà (24) ñ ðàçíûìè

çíà÷åíèÿìè ë, ìîæíî ïðîðàíæèðîâàòü âõîäíûå

ôàêòîðû, íå ïðèáåãàÿ ê ñòàíäàðòíûì ñòàòèñòè-

÷åñêèì êðèòåðèÿì òèïà Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà èëè

Ïèðñîíà [13].

Èäåþ ìåòîäà LASSO óäîáíî ïðîèíòåðïðåòè-

ðîâàòü ãðàôè÷åñêè íà ïðèìåðå ìîäåëè ñ äâóìÿ

ïàðàìåòðàìè. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ëèíèè

óðîâíÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñóììó

êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé èñõîäíûõ è ïðîãíîçíûõ

çíà÷åíèé îòêëèêà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè. Ñòðåëêàìè óêàçàíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ

ïî ÌÍÊ è ìåòîäó LASSO, ÷åðíûì âûäåëåíà îá-

ëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè Pe(è) . ë — ðîìá

ñ äèàãîíàëÿìè 2ë. Âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå çàäà÷è (24) ëåæèò íà ãðàíèöå ðîìáà è ïðè

óìåíüøåíèè åãî ïëîùàäè (ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-

çàöèè) îíî áóäåò ïî-ïðåæíåìó íàõîäèòüñÿ íà îñè

è2, ò.å. ñîîòâåòñòâîâàòü ñèòóàöèè, êîãäà è1 = 0.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ

Êîððåêòíîñòü ðàçðàáîòàííîãî â ðàáîòå ïîäõî-

äà è èçó÷åíèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ÄÀ ïðîâåðåíà

ïðè ïîìîùè ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé áûë óñëîâíî ðàçáèò íà

òðè ýòàïà.

Ýòàï 1. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî â ÏÔÝ ïîðÿ-

äîê ñëåäîâàíèÿ ôàêòîðîâ (è èõ óðîâíåé) íå èãðà-

åò ðîëè, ðàññìîòðåí ýêñïåðèìåíò ñ äâóìÿ ôàêòî-

ðàìè — ñ äâóìÿ è òðåìÿ óðîâíÿìè ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëíîòû ðàíãà ìàòðèöû X

èç íåå áûëè óäàëåíû ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå

âòîðîìó óðîâíþ ïåðâîãî ôàêòîðà è òðåòüåìó

óðîâíþ âòîðîãî. Çíà÷åíèÿ îòêëèêà áûëè çàøóì-

ëåíû ñëó÷àéíîé îøèáêîé ñ íîðìàëüíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì, e ~ N(0,2). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷å-

íèÿ äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû âåêòîð

îòêëèêîâ Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò óñðåä-

íåíèÿ äâóõ íàáëþäåíèé, ïðîâåäåííûõ â êàæäîé

òî÷êå ïëàíà.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ïðåäëîæåííîé

ñõåìå ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. Æèðíûì øðèôòîì

âûäåëåíû çíà÷åíèÿ òåõ ñòàòèñòèê, êîòîðûå îêà-

çàëèñü âûøå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðàñïðåäåëå-

84 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2019. Òîì 85. ¹ 1. ×àñòü I

Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà LASSO



íèÿ Ôèøåðà, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå

èì óðîâíè ôàêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè. Ïîë-

íàÿ è îñòàòî÷íàÿ ñóììû êâàäðàòîâ â îáîèõ ñëó÷à-

ÿõ áûëè îäèíàêîâûìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïîäòâåðæäàþò òîò ôàêò, ÷òî ÏÔÝ èíâàðèàíòåí

ïîðÿäêó èçâëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ.

Ýòàï 2. Âîçìîæíîñòè ïðåäëîæåííîãî â ðàáî-

òå ïîäõîäà áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìå-

ðå àíàëèçà ìîäåëè ÄÀ â óñëîâèÿõ ÍÔÝ. Äëÿ ýòî-

ãî èç ÏÔÝ áûëî óäàëåíî ïåðâîå íàáëþäåíèå (áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî áûëî âûáðàòü ëþáîå

äðóãîå) è ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî èçâëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ è èõ óðîâíåé,

ò.å. ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà Y íà ñòîëá-

öû îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû
~

.T Ðàññìîòðåíû

øåñòü ñõåì. Ñõåìà 1 — ñ ïðÿìûì ïîðÿäêîì

èçâëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ (ñíà÷àëà óðîâíè ïåðâîãî

ôàêòîðà, ïîòîì — óðîâíè âòîðîãî); ñõåìà 2 —

ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì èçâëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ (ñíà-

÷àëà — óðîâíè âòîðîãî ôàêòîðà, ïîòîì — ïåðâî-

ãî); ñõåìà 3 — ñ ïðÿìûì ïîðÿäêîì èçâëå÷åíèÿ

ôàêòîðîâ ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëíî-

òû ðàíãà ìàòðèöû íàáëþäåíèé âìåñòî óðîâíÿ â3

óäàëåí óðîâåíü â1; ñõåìà 4 — òî æå ñàìîå, ÷òî è

ñõåìà 3, íî óäàëåí óðîâåíü â2; ñõåìû 5 è 6 àíàëî-

ãè÷íû ñõåìàì 3 è 4, íî ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêå èç-

âëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â

òàáë. 2 – 4. Çäåñü æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû

çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Ôèøåðà, îêàçàâøèåñÿ çíà-

÷èìûìè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷èìûì óðîâ-

íÿì ôàêòîðîâ.

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî èçìåíåíèå ñõåìû ïðîâåäåíèÿ ýêñ-

ïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü óðîâíè âõîäíûõ

ôàêòîðîâ ñ ðàçëè÷íîé çíà÷èìîñòüþ. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïëàíèðîâàíèÿ

ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôàêòîðîâ (èëè èõ

óðîâíåé) ñ íàèáîëüøåé çíà÷èìîñòüþ. Â ðàññìîò-

ðåííîì ïðèìåðå òàêóþ çíà÷èìîñòü îáåñïå÷èâàþò

ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå ïî ñõåìàì 1 èëè 4.

Ýòàï 3. Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè âûäåëå-

íèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ â ìîäåëÿõ ÄÀ áûë ïðè-

ìåíåí ìåòîä LASSO. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ðàññìàò-

ðèâàëàñü ìîäåëü ÄÀ áåç ãåíåðàëüíîãî ñðåäíåãî,

ïîñêîëüêó â ìåòîäå LASSO íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ áûëè íóëåâûìè

[11]. Â èñïîëüçóåìîé ñõåìå ÍÔÝ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

èç ñõåìû ÏÔÝ óäàëåíî ïåðâîå íàáëþäåíèå. Äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ ïîëíîòû ðàíãà ìàòðèöû íàáëþ-

äåíèé áûë óäàëåí âòîðîé óðîâåíü ïåðâîãî ôàêòî-

ðà, ïîýòîìó â ìîäåëè ïðèñóòñòâóþò ïàðàìåòðû

á1 – á2, â1, â2, â3. Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà LASSO äëÿ ýêñïåðèìåíòà,

ïðîâåäåííîãî ïî ñõåìå 1 èç ýòàïà 2. Æèðíûì

øðèôòîì âûäåëåíû íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ îöåíîê

ïàðàìåòðîâ: ÷åì èõ áîëüøå â ñòîëáöå, òåì áîëåå

çíà÷èìîå âëèÿíèå íà îòêëèê îêàçûâàåò ñîîòâåò-

ñòâóþùèé óðîâåíü ôàêòîðà èëè ñðàâíåíèå. Âèä-

íî, ÷òî ìåòîä LASSO ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèé ñïî-

ñîá ðàíæèðîâàíèÿ óðîâíåé âòîðîãî ôàêòîðà îò

ñàìîãî ñèëüíîãî (ïî ñòåïåíè âëèÿíèÿ íà îòêëèê)

äî ñàìîãî ñëàáîãî: â1 � â2 � â3. Êàê âèäíî èç

òàáë. 2, ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà 1 äàåò çíà÷èìîñòü

ñðàâíåíèÿ ø3 = â1 – â3 (íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ çíà-
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ÏÔÝ

Øàãè

ñõåìû, l

Îáúÿñíåííàÿ

ñóììà, SS
l

Çíà÷åíèå

ñòàòèñòèêè, F
l

Îñòàòî÷íàÿ

ñóììà, SSY
l

Ïðÿìîé ïîðÿäîê ôàêòîðîâ

1 206,930 532,911 54,923

2 1,252 3,225 53,671

3 47,360 121,967 6,311

4 3,981 10,253 2,330

Îáðàòíûé ïîðÿäîê ôàêòîðîâ

1 206,930 532,911 54,923

2 47,360 121,967 7,563

3 3,981 10,253 3,582

4 1,252 3,225 2,330

Òàáëèöà 2. Ñõåìû ñ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïîðÿäêîì èçâ-

ëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ

l

Ñõåìà 1 Ñõåìà 2

SS
l

F
l

SSY
l

SS
l

F
l

SSY
l

1 51,200 136,533 8,800 51,200 136,533 8,800

2 0,300 0,800 8,500 4,050 10,800 4,750

3 6,000 16,000 2,500 0,250 0,667 4,500

4 0,250 0,667 2,250 2,250 6,000 2,250

Òàáëèöà 3. Ñõåìû ñ ïðÿìûì ïîðÿäêîì èçâëå÷åíèÿ ôàê-

òîðîâ ïðè îòñóòñòâèè óðîâíåé âòîðîãî ôàêòîðà â1 è â2

l

Ñõåìà 3 Ñõåìà 4

SS
l

F
l

SSY
l

SS
l

F
l

SSY
l

1 51,200 136,533 8,800 51,200 136,533 8,800

2 0,300 0,800 8,500 0,300 0,800 8,500

3 1,929 5,143 6,571 6,000 16,000 2,500

4 4,321 11,524 2,250 0,250 0,667 2,250

Òàáëèöà 4. Ñõåìû ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì èçâëå÷åíèÿ

ôàêòîðîâ ïðè îòñóòñòâèè óðîâíåé âòîðîãî ôàêòîðà â1 è â2

l

Ñõåìà 5 Ñõåìà 6

SS
l

F
l

SSY
l

SS
l

F
l

SSY
l

1 51,200 136,533 8,800 51,200 136,533 8,800

2 1,633 4,356 7,167 4,050 10,800 4,750

3 2,667 7,111 4,500 0,250 0,667 4,500

4 2,250 6,000 2,250 2,250 6,000 2,250



÷åíèé F-ñòàòèñòèê). Ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò âûâîä ñ ðå-

çóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà LASSO, çàêëþ÷à-

åì, ÷òî èç äâóõ óðîâíåé âòîðîãî ôàêòîðà (â1 è â3)

áóëüøóþ çíà÷èìîñòü èìååò óðîâåíü â1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå ìîäåëèðîâàíèå

ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü, ÷òî â ñõåìàõ íåïîëíîãî

ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîðÿäîê èçâëå÷åíèÿ

ôàêòîðîâ è èõ óðîâíåé îêàçûâàåò çíà÷èìîå âëèÿ-

íèå íà ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû, ò.å. ïðèâîäèò ê

èçìåíåíèþ çíà÷èìîñòè ýòèõ óðîâíåé è, âîçìîæ-

íî, ñàìèõ ôàêòîðîâ.

Ïðåäëîæåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà àíà-

ëèçà ìîäåëåé ÄÀ ñâîáîäíà îò íåäîñòàòêîâ ñõåì,

â êîòîðûõ èñïîëüçóþò äðóãèå ñïîñîáû ïîëó÷å-

íèÿ îáîáùåííûõ îáðàòíûõ ìàòðèö, à ïðèìå-

íåíèå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè ïîçâîëÿåò

óñòðàíèòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âõîäíûõ ôàê-

òîðîâ. Â öåëÿõ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ðàç-

ðàáîòàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü òàêóþ

ñõåìó ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, ïðè êîòîðîé

îáåñïå÷èâàåòñÿ âûäåëåíèå íàèáîëåå çíà÷èìûõ

ôàêòîðîâ.
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Òàáëèöà 5. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìåòîäà LASSO

Ïàðàìåòð

ðåãóëÿðè-

çàöèè ë

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ

á1 – á2 â1 â2 â3

3,300 0,300 1,800 1,000 –0,200

3,135 0,281 1,763 0,926 –0,163

2,970 0,263 1,727 0,853 –0,127

2,805 0,245 1,690 0,780 –0,090

2,640 0,227 1,653 0,707 –0,053

2,475 0,208 1,617 0,633 –0,017

2,310 0,187 1,574 0,548 0,000

2,145 0,163 1,527 0,454 0,000

1,980 0,140 1,480 0,360 0,000

1,815 0,116 1,433 0,266 0,000

1,650 0,093 1,386 0,171 0,000

1,485 0,069 1,339 0,077 0,000

1,320 0,000 1,307 0,013 0,000

1,155 0,000 1,154 0,001 0,000

0,990 0,000 0,990 0,000 0,000

0,825 0,000 0,825 0,000 0,000

0,660 0,000 0,660 0,000 0,000

0,495 0,000 0,495 0,000 0,000

0,330 0,000 0,330 0,000 0,000

0,165 0,000 0,165 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000




