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Среди тонкостенных элементов конструкций, отличающихся легкостью и высокой проч­
ностью, широко применяются пленочные и мембранные элементы. Активно разрабатыва­
ются smart покрытия, имеющие сложную структуру. Из функционального назначения их 
целесообразно изготавливать неплоской формы — оболочечные пленки, мембраны и по­
крытия. При этом они могут иметь сложную структуру, заданную конструктором или при­
обретенную в процессе изготовления и эксплуатации. Исследование механических харак­
теристик оболочечных пленок и мембран, имеющих сложную структуру, стандартным од­
ноосным способом испытания не эффективно. Сложные структуры с макронеоднород­
ностью малоэффективно исследовать методами индентирования, позволяющими судить 
о свойствах материала в окрестности рассматриваемой точки. В статье предложен экспери­
ментально-теоретический метод определения механических характеристик неплоских пле­
ночных и мембранных композиций сложной структуры. На экспериментальном этапе оце­
нивается жесткость закрепленного по контуру неплоского образца, например, сфериче­
ской, цилиндрической или тороидальной формы, нагруженного односторонним поверх­
ностным давлением. Далее на базе соотношений, полученных из нелинейной теории обо­
лочек, определяются интегральные механические характеристики материала оболочечно-
го образца: приведенный модуль упругости (упругое деформирование) или приведенный 
условный модуль упругости (пластическое деформирование), кривые деформирования и 
т.д. Рассмотрены соотношения для тонких сферических мембран для случая больших пере­
мещений и деформаций, а также соотношения для тонких цилиндрических мембран пере­
менного радиуса. Методика продемонстрирована на примере исследования резиновой сфе­
рической мембраны с отверстиями и бездефектной катеноидальной оболочки. 

К л ю ч е в ы е с л о в а : оболочечные пленки и мембраны; smart покрытия; сложная структу­
ра; экспериментально-теоретический метод; нелинейная теория оболочек; интегральные 
механические характеристики; сферические мембраны; катеноидальная оболочка. 
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Among the thin-walled structural elements combining lightness and high strength, film and membrane 
elements are used most widely. Smart coatings with a complex structure are being actively developed now­
adays. Proceeding from their functional duty, it is advisable to produce non-planar forms — shell films, 
membranes and coatings — which can have a complex structure specified by the designer or acquired in 
the process of manufacture and operation. Study of the mechanical properties of the shell films and mem­
branes with a complex structure using standard uniaxial method of testing appeared ineffective. Complex 
structures with macro-heterogeneity should not be studied by indentation methods, capable of determin­
ing the material properties in the vicinity of the point in question. We developed an experimental-theoreti­
cal method for determination of the mechanical characteristics of non-planar films or membrane composi­
tions of complex structure. At the stage of experiment, the stiffness of a non-planar sample (e.g., spherical, 
cylindrical or toroidal shape) fixed along the contour and loaded with by a unilateral surface pressure is es­
timated. Then, using the ratios derived from the nonlinear theory of shells, the integral mechanical char­
acteristics of the shell sample material are determined: the reduced modulus of elasticity (elastic strain) or 
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reduced conditional modulus of elasticity (plastic strain), deformation curves, etc. The relations for thin 
spherical membranes for the case of large displacements and deformations, as well as relations for thin cy­
lindrical membranes of variable radius are considered. Results of the case study of rubber spherical mem­
brane with holes and defect-free catenoidal shell are presented to illustrate the developed methodology. 

Keywords: shell films and membranes; smart coatings; complex structure; experimental-theoretical 
method; non-linear theory of shells; the integral mechanical properties; spherical membrane; catenoidal 
shell. 

Среди тонкостенных элементов конструкций, от­
личающихся легкостью с высокой прочностью, 
особо выделяются пленочные и мембранные эле­
менты, к которым относятся и различные покры­
тия. Благодаря достаточной надежности и отно­
сительно низкой стоимости они находят широкое 
применение во многих отраслях промышленно­
сти [1, 2]. Активно разрабатываются функцио­
нальные и интеллектуальные (smart) покрытия. 

Для безопасной (безаварийной) работы тон­
костенных конструкций необходимо достоверно 
оценивать их прочность и жесткость, грамотно 
проектировать и диагностировать элементы кон­
струкции [3, 4]. 

Стандартный одноосный способ испытаний 
не эффективен или вовсе не применим для пле­
нок и мембран, имеющих сложную структуру 
[1, 4]. Для исследования сложных структур с мак­
ронеоднородностью малоэффективны индентор-
ные методы [5, 6], позволяющие судить о свой­
ствах материала в окрестности рассматриваемой 
точки. 

В работах [7, 8] описан двумерный экспери­
ментально-теоретический метод исследования 
механических характеристик плоских пленок и 
мембран. Он позволяет оценивать интегральные 
механические свойства (жесткостные свойства, 
модуль упругости и условный модуль упругости) 
тонкослойных образцов. 

Из функционального назначения пленки и 
мембраны целесообразно изготавливать непло­
ской формы. Это так называемые «материал-кон­
струкции», или оболочечные пленки и мембраны, 
в том числе покрытия. Наряду с неплоской ис­
ходной геометрией они могут иметь различную 
сложную структуру, заданную конструктором 
или приобретенную в процессе изготовления и 

Рис. 1. Геометрия образцов сферической (а) и цилиндри­
ческой (б) мембраны 

эксплуатации. В связи с этим возникает необ­
ходимость развития экспериментально-теоре­
тического метода для определения приведенных 
механических свойств оболочечных пленок и 
мембран. 

В работе рассмотрен эффективный экспери­
ментально-теоретический метод исследования 
механических свойств пленок и мембран исходно 
неплоской формы, основанный на синтезе экспе­
риментальных данных и теоретических соотно­
шений, полученных из нелинейной теории тон­
ких оболочек, теории упругости и пластичности. 

На экспериментальном этапе оценивали же­
сткость закрепленного по контуру неплоского об­
разца, например, сферической, цилиндрической 
(рис. 1) или тороидальной формы, нагруженного 
односторонним поверхностным давлением. 

В общем случае исследуемый образец может 
иметь сложную структуру. Проводили монито­
ринг формы образуемого купола и строили экспе­
риментальные кривые прогиб w - давление/). 

Далее на базе соотношений, полученных из 
нелинейной теории оболочек, определяли инте­
гральные механические характеристики мате­
риала оболочечного образца: приведенный мо­
дуль упругости (при упругом деформировании) 
или приведенный условный модуль упругости 
(при пластическом деформировании), кривые де­
формирования, и т.д. 

Точность получаемых результатов зависит от 
точности используемых измерительных прибо­
ров и от точности теоретических соотношений. 

На экспериментальном этапе использовали 
цифровые индикаторы ИЦ-50 с точностью 
0,001 мм (ГОСТ 577-68) и цифровые манометры 
ДМ-5001 с погрешностью ± 1 % (ТУ 4212-039-
00225590-2003). Используя аппарат статистиче­
ской обработки, проводили фильтрацию экспери­
ментальных данных, обеспечивая доверитель­
ный интервал с надежностью 95 %. 

На теоретическом этапе на базе соотноше­
ний, полученных из нелинейной теории оболо­
чек, определяли механические характеристики 
оболочечного образца. 

Тонкие сферические мембраны. Рассмотрим 
сферическую мембрану радиусом R с исходной 
толщиной h0, радиусом опорного круга а (см. 
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Рис. 2. Мембрана из группы «с» в процессе испытания 
Рис. 3. Зависимости модуля упругости Е от деформации 
е0 для четырех групп мембран 

рис. 1, а). Мембрана крепится по контуру и на­
гружается внутренним давлением р. Используем 
следующие обозначения: Н — высота подъема 
сегмента оболочки до подачи давления; w0 — 
прогиб центра оболочки; г — радиальная коор­
дината. 

Расчетные соотношения для тонких сфериче­
ских мембран для случая больших перемещений 
и деформаций [9] получим из системы разре­
шающих уравнений 

а 

J {(7Д + Т2)[аА -a2r2+(c + w0/R)х 
о 

x ( a 4 - 4 a 2 r 2 + 3 r 4 ) ] - 2 T 1 a 2 r 2 } r d r = 0 , 

а а 

\{TxKl +Т2К*2)(а2 -r2)rAr=p\{a2 -r2)rdr, (1) 
о о 

где Т1 и Т2 — радиальные и кольцевые усилия; 
К1 и К 2 — кривизна деформированного купола в 
радиальном и окружном направлениях; 0 < г < а. 

Постоянная с определяется при заданной ве­
личине WQ. Поскольку в выражения усилий Т1 и 
Т2 входит модуль упругости Е или условный мо­
дуль упругости Еусл = ddi/dei, из уравнений (1) 
при заданной величине нагрузки р можно опре­
делить Е или .Еусл, а далее — вычислить усилия 
Т\ и Т2. 

Исследовали сферическую мембрану из рези­
ны с отверстиями со следующими параметрами 
(рис. 3): Н = 10,2 мм; a = 36 мм; h0 = 0,591 мм; 
v = 0,5. Рассмотрены четыре группы мембран: 
a — без отверстий; Ъ — с одним центральным от­
верстием; с — с семью отверстиями — одним цен­
тральным и шестью по кругу диаметром 20 мм; 
d — с тринадцатью отверстиями — одним цен­
тральным, шестью по кругу диаметром 20 мм и 
шестью по кругу диаметром 40 мм. Диаметр от­
верстий d0TB = 1 мм. 

При испытаниях всех образцов использовали 
подкладку из мягкого полимерного материала 
толщиной 0,008 мм (жесткость на растяжение 
подкладки более чем на два порядка меньше со­
ответствующей жесткости мембраны). На рис. 3 
приведена зависимость модуль упругости Е 
(МПа) - деформация е 0 (е0 — деформация в вер­
шине купола). Видно, что для образца с трина­
дцатью отверстиями наблюдается большее паде­
ние модуля упругости с увеличением деформа­
ции по сравнению с образцом без отверстия. Мак­
симальная величина модуля упругости находится 
в интервале от 5,42 до 6 МПа в зависимости от 
количества отверстий. Для бездефектной резины 
модуль упругости [10] изменяется от 3 до 12 МПа 
в зависимости от типа резины, т.е. полученные 
результаты согласуются с известными данными. 

Тонкие цилиндрические мембраны перемен­
ного радиуса. Рассмотрим цилиндрическую обо­
лочку переменного радиуса R, длиной L и толщи­
ной h (см. рис. 1, б), которая закреплена по тор­
цам и нагружена внутренним давлением р. Про­
гибы предполагаются малыми. 

Соотношения для тонких цилиндрических 
мембран переменного радиуса получены из об­
щих уравнений равновесия оболочек: 

^ ^ - T ^ + A.A^N-O, 
dx 

d(A2N) 

dx 

N 

dx 

•A1A2(K1T1+K2T2-p)=0, 

ArA2 

d(A2M x) 

dx 
M. M_2 

dx 
(2) 

где Тъ Къ Ai и T2, К2, А2 — усилие, кривизна и 
параметр Ламе в продольном и в окружном на­
правлениях; IV — перерезывающая сила в про­
дольном направлении; х — продольная коорди­
ната (0 <х <Е). 
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Значения параметров исследованных 

Номер 
образца 

1 

2 

3 

Di 

95 

90 

90 

образцов 

Геометрические параметры 

D2 

70 

72 

75 

Ds 

71,9 

74,0 

76,9 

мм 

L 

75 

90 

105 

h 

0,20 

0,20 

0,20 

- р, МПа 

0,20 

0,20 

0,20 

ю(в/2)ЛТу2) 

0,020 

0,022 

0,021 

й к а т ,МПа 

1340 

1260 

1320 

Усилия и моменты выражаются линейно че­
рез компоненты деформаций, а деформации — 
линейно через перемещения: 

7\ = ВОя + vc2), Т2 = В(82 + vei), 

My = -D(xi + vjfe), М2 = -D(x2 + vxi), 

Eh „ ЯЛ3 1 da 
В 

(1-v 2) 

a 

7J 

clA 

— , e, = — — + K-.iv, 
1 2 ( 1 - v 2 ) 1 Ax dx l 

v2 r^ 1 da> „ 
i 2 + K2w, co = E-yU, 

AyA2 dx Ay dx 

_ - 1 dco 
X l "A7cb? X 2 

dA, 

2T.-I - ^ o ^ - ^ 

(3) 

Для рассматриваемой оболочки средней дли­
ны выводят уравнения типа Мейсснера относи­
тельно перерезывающей силы N и поворота со. 
Корни этой системы уравнений являются боль­
шими величинами, что позволяет пренебречь ма­
лыми величинами в данной системе. 

Для вычисления прогиба образующей ци­
линдрической оболочки переменного радиуса, за­
крытой торцевыми днищами и нагруженной 
внутренним давлением, при х = 0,5L получена 
приближенная формула 

щ. =0,5L 

+ COS-

Eh 

4a" 

a AaRr, a 

Rn 

( l-a/ i i 0 ) 3 +cos(4a/L) 

2(1-a/R0) 
(4) 

где p — давление; E и v — модуль упругости и ко­
эффициент Пуассона материала мембраны; h — 
толщина; a=R0-R\x = 0 j 5 L , R0 = R\x = 0 > 5 L. 

Приняв в (4) a = 0, получим прогиб в середи­
не пролета для тонкой цилиндрической оболочки 
(при h/R < 0,01), находящейся под действием 
внутреннего давления: 

w 
р Д 0

2 ( 1 - 0 , 5 у ) 

Eh 
(5) 

Из соотношения (4) или (5), зная из экспери­
мента значения р и w, можно определить модуль 
упругости Е (при известном значении v). Так, ис­

ходя из (5), для тонкой цилиндрической оболочки 
модуль упругости 

Е 
р Д 0

2 ( 1 - 0 , 5 у ) 

wh 
(6) 

(для полимера можно принять коэффициент по­
перечного сжатия v = 0,4). 

Исследования проводили на катеноидаль-
ной оболочке. Параметры образцов приведены в 
таблице, где: Dy — диаметр основания оболочки; 
D2 — диаметр ее шейки; D3 — диаметр шейки 
под давлением; L — длина. Здесь же представле­
ны результаты расчета модулей упругости рас­
смотренных образцов СЕкат), полученные исходя 
из (4); среднее значение модуля упругости мате­
риала оболочек: Е = 1307 МПа. 

Таким образом, разработан эксперименталь­
но-теоретический метод определения интеграль­
ной жесткости на растяжение неплоских пленоч­
ных или мембранных композиций сложной 
структуры. Метод — эффективный инструмент 
для анализа жесткостных характеристик тонко­
стенных образцов сложной структуры, примени­
мый практически для всех типов материалов. 
При исследовании системы «пленка - подложка» 
метод пригоден только для случая немассивной 
подложки. 
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