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Ïîêàçàíî, ÷òî êîðèäîð îøèáîê ìîäåëè, ïîëó÷åííîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåòî÷íîñòü èñ-

õîäíûõ äàííûõ çàäàíà â èíòåðâàëüíîé ôîðìå, â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü íå äâóìÿ, à ÷åòûðüìÿ, íàïðèìåð, ëèíåéíûìè ñïëàéí-ôóíêöèÿìè, ãäå ïåð-

âàÿ ïàðà ôóíêöèé îïèñûâàåò êîðèäîð îøèáîê âíóòðè äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ âõîäíîé ïåðå-

ìåííîé â ýêñïåðèìåíòå, à âòîðàÿ ïàðà — êîðèäîð âíå ýòîãî äèàïàçîíà. Ðåøåíà çàäà÷à àíà-

ëèçà è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ïðåäñòàâëÿåìûõ â

âèäå ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, çàäàþùèõ êîðèäîð îøèáîê, ìîãóò áûòü óñïåøíî ïðèìå-

íåíû ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà è íåÿâíûå ôóíêöèè â âèäå êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé. Ñïëàíè-

ðîâàí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â ðàìêàõ êîòîðîãî ñôîðìóëèðîâàíû êðèòåðèè, îïðå-

äåëÿþùèå òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè, è îïðåäåëåíû îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ

ðàññ÷èòûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé. Ðàçðàáîòàííûé ýêñïåðè-

ìåíò ìèíèìèçèðóåò ÷èñëî ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ïðè óñëîâèè îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ãðà-

íèö èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè âñå ðàñ÷åòû òî-

ëüêî äëÿ îäíîé èç ãðàíèö ñ ïîñëåäóþùèì ïðîñòåéøèì ðàñ÷åòîì ïàðàìåòðîâ äðóãîé ãðàíè-

öû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âäâîå ñîêðàùàåò îáúåì âû÷èñëåíèé, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíûõ

ñïëàéíîâ, çàäàþùèõ êîðèäîð íåîïðåäåëåííîñòè, äîñòàòî÷íî 30 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàëî íåáîëüøîå îòëè÷èå â çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ äëÿ ñëó÷àÿ àï-

ïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè è íåÿâíîé ôóíêöèåé ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ïðåèìóùåñòâå àï-

ïðîêñèìàöèè ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü; íåîïðåäåëåííîñòü; èíòåðâàëüíûé àíàëèç; ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ
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It is shown that the description of the error corridor of the model, obtained under the assumption that the

inaccuracy of the source data is specified in the interval form, in contrast to the statistical approach, is

given by four functions instead of two and can be represented by linear spline functions, where the first

pair of functions describes the error corridor inside the range of change of the input variable in the experi-

ment, and the second pair — outside this range. The problem of analyzing and developing of the methods

for approximation of the static characteristics represented as linear splines by smooth functions of the sec-

ond order is solved. It is also shown that second-order polynomials and implicit functions in the form of

conic sections can be successfully used for approximation of linear splines which define the error corridor.

A computational experiment was designed within which the criteria determining the accuracy of the solu-

tion of the approximation problem were formulated and the areas for placing experimental points on the
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boundaries of the interval corridor (on the basis of which the coefficients of the approximating functions

were calculated) were determined. The developed experiment minimizes the number of calculation points

when the specified accuracy of the solution of the approximation problem is ensured. It is shown that

when a quadratic function is used for approximation of the boundaries of the interval corridor, the calcula-

tions can be carried out for only one of the boundaries with subsequent simplest calculation of the param-

eters of the other boundary which almost halves the computations. Approximation of the linear splines

that define the uncertainty corridor requires the use of no more than 30 experimental points. Comparison

of the results showed a slight difference in the criterion values when polynomial or implicit function are

used for approximation with a slight advantage of the approximation by a polynomial function.

Keywords: model; uncertainty; interval analysis; direct and inverse static characteristic; approximation;

computational experiment.

Ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå

îïèñàíèå ïðîöåññà ïóòåì îáðàáîòêè íåòî÷íûõ

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ëèíåé-

íàÿ ïî ïàðàìåòðàì ñòàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà

îáúåêòà [1 – 3], ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü òàê íà-

çûâàåìûå ïðÿìûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îöåíêîé

âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ y ïðè çàäàííîì âõîäíîì çíà-

÷åíèè x. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå ñ îäíèì âõî-

äîì è îäíèì âûõîäîì îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â âèäå

y = f(x) = b1ö1(x) + ... + bmöm(x), (1)

ãäå öi(x) — èçâåñòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè; bi —

ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðû.

Âìåñòå ñ òåì ïðè èññëåäîâàíèè ñëåäÿùèõ ñèñ-

òåì, íàïðèìåð â ìåòðîëîãèè, êðîìå ïðÿìîé çàäà-

÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü è îáðàòíóþ, ò.å. íàõîäèòü

îöåíêó x ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè y [4, 5]:

x(y) = f–1(b1, ..., bm, x) = ø(a1, ..., am, y), (2)

ãäå aj — íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, âûðàæàåìûå

÷åðåç ïàðàìåòðû bi.

Äëÿ îïèñàíèÿ íåòî÷íî èçâåñòíûõ äàííûõ

îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ òðè ìîäåëè: âåðîÿòíîñòíàÿ,

íå÷åòêàÿ è èíòåðâàëüíàÿ. Ñðàâíèòåëüíûé àíà-

ëèç óêàçàííûõ ìîäåëåé, îãðàíè÷åíèÿ íà èõ ïðè-

ìåíåíèå è îáëàñòè èõ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî èñïîëü-

çîâàíèÿ ïðèâåäåíû, â ÷àñòíîñòè, â [6]. Òàì æå

ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå

ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ïîëó÷èëà èíòåð-

âàëüíàÿ ìîäåëü [7 – 9], ïðåäïîëàãàþùàÿ çàäàíèå

èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè íà çíà÷åíèÿ íåòî÷-

íî èçâåñòíûõ äàííûõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàí-

íîãî èíòåðâàëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí øèðî-

êèé ñïåêòð àïðèîðíîé èíôîðìàöèè: ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ, ñâåäåíèÿ îá àáñîëþòíûõ è îòíî-

ñèòåëüíûõ îøèáêàõ, îøèáêàõ îêðóãëåíèÿ, ýêñ-

ïåðòíûå äàííûå è ò.ï. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé èí-

ôîðìàöèè ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ

ôîðì ìîäåëè (1) ïðåäñòàâèòü ýêñïåðèìåíòàëü-

íûå äàííûå â âèäå äâóõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ

[x] = ([x1]...[xi]...[xN]) è [y] = ([y1]...[yi]...[yN]). Ïðè

ýòîì êàæäîìó èíòåðâàëüíîìó íàáëþäåíèþ [xi]

èëè [yi] ñîîòâåòñòâóåò íå òî÷êà, à èíòåðâàë, îïðå-

äåëÿþùèé ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

ïåðåìåííîé â äàííîì îïûòå. Åñëè îøèáêà èìååò

ìåñòî ïðè îïðåäåëåíèè êàê x, òàê è y, òî íàáëþäå-

íèÿ íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè y(x) áóäóò ïðåäñòàâ-

ëåíû ïðÿìîóãîëüíèêàìè.

Â ýòîé ñâÿçè â [6] ðàññìîòðåí ïîäõîä ê ïî-

ñòðîåíèþ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ñòàòè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê ñèñòåì ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì,

îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îøèáêè ýêñ-

ïåðèìåíòà îãðàíè÷åíû ïî âåëè÷èíå, è ïðåäëîæå-

íà ïðîöåäóðà îáðàáîòêè ïðåäñòàâëåííûõ â èí-

òåðâàëüíîé ôîðìå äàííûõ, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäå-

ëèòü ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåí-

íîñòè ñòàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðå-

øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëüçóåì íàè-

áîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

âèäà

[y] = [b1] + [b2]x, (3)

ãäå [b1], [b2] — èíòåðâàëüíî çàäàííûå êîýôôè-

öèåíòû.

Ïîñòðîåíèå ïðÿìîé

ñòàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè

ïî èíòåðâàëüíûì äàííûì

Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî ÷åðåç èíòåðâàëüíûå íà-

áëþäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ìíîãî ôóíêöèé çàäàí-

íîãî âèäà, èìåþùèõ îäíó è òó æå ñòðóêòóðó, íî

îïðåäåëÿåìûõ ñâîèì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ b, êî-

òîðûé ìîæíî îòîáðàçèòü òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâå

ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà ìíîæåñòâó

âñåõ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü

B âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ b, îïðåäåëÿåìàÿ â

ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåð-

âàëüíûõ óðàâíåíèé:

B = {b: Fb = y, F � [F], y � [y]},

ãäå b — âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ; [F] —

ìàòðèöà èíòåðâàëüíûõ çíà÷åíèé áàçèñíûõ
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ôóíêöèé; [y] — âåêòîð èíòåðâàëüíûõ íàáëþäå-

íèé âûõîäíîé ïåðåìåííîé.

Îáëàñòü B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ [11],

÷òî ïîçâîëÿåò ïðè åå îïèñàíèè îãðàíè÷èòüñÿ âû-

÷èñëåíèåì ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà b(j) åãî âåðøèí,

êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè÷åñêàÿ õà-

ðàêòåðèñòèêà, ïðîõîäÿùàÿ ïî ãðàíèöàì èíòåð-

âàëüíûõ íàáëþäåíèé. Â ñëó÷àå äâóõ ïàðàìåòðîâ

ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ÷åòûðåõóãîëü-

íèêîì, à çíà÷èò, äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü ëèøü êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ åå âåð-

øèí — b(1), b(2), b(3), b(4). Ïðè ýòîì âåðøèíà b(1)

ðàññ÷èòûâàåòñÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ïå-

ðåìåííûå óñòàíîâëåíû íà ñâîèõ âåðõíèõ ãðàíè-

öàõ ximax, yimax, à âåðøèíà b(2) — ïî äàííûì íèæ-

íèõ ãðàíèö ximin, yimin. Âåðøèíû b(3), b(4) îïðåäå-

ëÿþòñÿ ïî äâóì íàèáîëåå ðàçíåñåííûì â îáëàñòè

ïåðåìåííîé y ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì. Ñðåä-

íåé òî÷êå ÷åòûðåõóãîëüíèêà b(0) ñîîòâåòñòâóåò

õàðàêòåðèñòèêà, ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

öåíòðîâ èíòåðâàëüíûõ íàáëþäåíèé. Ïðèìåð îá-

ëàñòè B ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Äëÿ ðàñ÷åòà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè

ñãëàæèâàåìîé êðèâîé èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëà ïî-

ñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâèè

ñ áàçîâûì ïðèíöèïîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà —

èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ðåçóëüòàòà åñòü ìíî-

æåñòâî âñåõ åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷àå-

ìûõ ïðè âàðüèðîâàíèè ïåðåìåííûõ è ïàðàìåò-

ðîâ çàäà÷è â ãðàíèöàõ èçâåñòíûõ èíòåðâàëîâ.

Òîãäà åñëè ïåðåìåííûå èëè/è êîýôôèöèåíòû

äëÿ ôóíêöèè y = f(b, x) çàäàíû â èíòåðâàëüíîì

âèäå, òî åå çíà÷åíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì àðãó-

ìåíòå òàêæå áóäåò èíòåðâàëîì. Ãðàíèöû èíòåð-

âàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê åå

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöè-

åíòîâ bj è ïåðåìåííûõ xi âíóòðè çàäàííûõ èíòåð-

âàëîâ, ò.å.

[y] = [y–; y+] = [y = f(b, x), x � [x], b � B].

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû èíòåðâàëû íåîïðåäå-

ëåííîñòè ìîäåëåé, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìíîæåñòâà B âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-

òîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 1. Ïðÿìîóãîëüíèêà-

ìè ïîêàçàíû èíòåðâàëüíûå íàáëþäåíèÿ â îñÿõ

0x – 0y. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó

âåðøèíàìè îáëàñòè B è ôóíêöèÿìè íà ðèñ. 2

ïðîñòàâëåíû öèôðû. Â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöà 1 íà

ðèñ. 2 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì b(1), ðàññ÷èòàííûì

ïî âåðõíèì ïðàâûì óãëàì òðåõ èíòåðâàëüíûõ íà-

áëþäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäíîôàêòîðíîé ëè-

íåéíîé ìîäåëè â èíòåðâàëüíîì ìåòîäå, â îòëè÷èå

îò ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ãðàíèöû êîðèäîðà

îøèáîê ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ íå äâóìÿ ãëàäêèìè

ôóíêöèÿìè, à êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ñïëàéíàìè,

îáðàçîâàííûìè ÷åòûðüìÿ ýêñòðåìàëüíûìè ïðÿ-

ìûìè — y(b(1), x), y(b(2), x), y(b(3), x) y(b(4), x), êî-

ýôôèöèåíòû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè

âåðøèí îáëàñòè B [11]. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ ïàðà

ôóíêöèé îïèñûâàåò êîðèäîð îøèáîê ìîäåëè

âíóòðè äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x â ýêñ-

ïåðèìåíòå, à âòîðàÿ — êîðèäîð âíå ýòîãî äèà-

ïàçîíà. Â äèàïàçîíå 0 � x � 2 öåíòðàëüíàÿ ïðÿ-

ìàÿ ïîñòðîåíà êàê ïîëóñóììà ãðàíèö êîðèäîðà

îøèáîê.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû ñòûêîâ ôóíêöèé

íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ â îáùåì ñëó÷àå íå

ñîâïàäàþò, ò.å. ñóùåñòâóþò ó÷àñòêè, ãäå âîçìîæ-

íû ñìåøàííûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ðàçíûõ

ïàð. Ýòî çàòðóäíÿåò îïèñàíèå ãðàíèöû åäèí-

ñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ

áûëà áû ãîðàçäî óäîáíåå è ïðèâû÷íåå, ÿâëÿÿñü â
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Ðèñ. 1. Îáëàñòè èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé èí-

òåðâàëüíîé ìîäåëè

4
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Ðèñ. 2. Êîðèäîð íåîïðåäåëåííîñòè ïðÿìîé èíòåðâàëü-

íîé ìîäåëè



îïðåäåëåííîé ñòåïåíè àíàëîãîì äîâåðèòåëüíîãî

èíòåðâàëà ïðè îïèñàíèè íåòî÷íî èçâåñòíûõ äàí-

íûõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ.

Ïîñòðîåíèå îáðàòíûõ õàðàêòåðèñòèê

îáúåêòà

Äàííàÿ çàäà÷à â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ

îáû÷íî ðåøàåòñÿ äëÿ îäíîôàêòîðíûõ, ìîíîòîí-

íûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ îäíîçíà÷íîñòü

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, ñíà-

÷àëà ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì íàõîäÿò

îöåíêè
^
b

j
êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé ìîäåëè (1),

à çàòåì ðàññ÷èòûâàþò îöåíêè â
j

ïàðàìåòðîâ îá-

ðàòíîé ôóíêöèè (2), ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü èñ-

êîìóþ îáðàòíóþ ñòàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó â

âèäå

(̂ ) (
^

,. . . ,
^

, ) (̂ , . . . ,^ , ).x y f b b x a a ym m� �
�1

1 1
� (4)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ. Îïûòàì â ýêñïåðèìåíòå ñîîòâåòñòâóþò

ïðÿìîóãîëüíûå îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðÿ-

ìàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü â îáëàñòè ýêñïåðè-

ìåíòà èìååò âèä (3), à ãðàíèöû êîðèäîðà îøèáîê

îïðåäåëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Ó÷èòûâàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïåðåìåííûìè, íà îñíîâå ìîäåëè (3) ëåãêî

ïîëó÷èòü îáðàòíóþ èíòåðâàëüíóþ ìîäåëü

[x] = –[b1]/[b2] + (–1/[b2]y) = a1 + a2y. (5)

Ïðèìåð îáëàñòè êîýôôèöèåíòîâ A îáðàòíîé

èíòåðâàëüíîé ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè

êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé ôóíêöèè B, ïðèâåäåí

íà ðèñ. 3. Êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ âåðøèí a(j) íàé-

äåíû ïî ôîðìóëå (5) ïðåîáðàçîâàíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ âåðøèí îáëàñòè B.

Òîãäà ìíîæåñòâó âñåõ ïðÿìûõ ìîäåëåé, îïðå-

äåëÿåìûõ âûïóêëîé îáëàñòüþ B, èìåþùåé â ñëó-

÷àå äâóõ ïàðàìåòðîâ âèä âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
^

,( )b 1 ^
,( )b 2 ^

,( )b 3 ^
,( )b 4 ñîîò-

âåòñòâóåò âûïóêëàÿ îáëàñòü A, èìåþùàÿ âèä ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè ^ ,( )a 1 ^ ,( )a 2 ^ ,( )a 3 ^ ,( )a 4

îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ìîäåëåé

x y(̂ , ),( )a 1 x y(̂ , ),( )a 2 x y(̂ , ),( )a 3 x y(̂ , )( )a 4 è çàäàþùàÿ

êîðèäîð âîçìîæíûõ îøèáîê îáðàòíîé ôóíêöèè,

ò.å. åå èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè

[x(y)] = [xmin(y); xmax(y)]. (6)

Ãðàíèöû èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè îáðàò-

íîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

x y x y x y x y x
y

min
( ) ( ) ( )( ) min{ (̂ , ), (̂ , ), (̂ , ), (̂� a a a a1 2 3 ( ), )},4 y

x y x y x y x y x
y

max
( ) ( ) ( )( ) max{ (̂ , ), (̂ , ), (̂ , ), (̂� a a a a1 2 3 ( ), )}.4 y

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí èíòåðâàë íåîïðåäåëåííî-

ñòè îáðàòíîé ìîäåëè, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ êîýôôèöèåíòîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3. Êàæäûé âåêòîð êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ, à ïðÿìûå

ïðîâåäåíû ÷åðåç ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè. Ãðàíèöà

1 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì a(1), ãðàíèöà 2 — âåêòî-

ðîì a(2) è ò.ä.

Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåðâàëüíûõ

ñïëàéí-ìîäåëåé ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûå îäíî-

ôàêòîðíûå ìîäåëè ïðè èíòåðâàëüíîì ìåòîäå

ïîñòðîåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ëèíåéíûìè

ñïëàéí-ôóíêöèÿìè. Ïîäîáíîå îïèñàíèå ãðàíèö

èíòåðâàëüíîé ìîäåëè ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåóäîá-

íûì. Ïîýòîìó âñòàåò âîïðîñ âîçìîæíîñòè àï-

ïðîêñèìàöèè óêàçàííûõ ëèíåéíûõ êóñî÷íî-ïî-

ñòîÿííûõ ôóíêöèé ãëàäêîé ôóíêöèåé.
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Ðèñ. 4. Êîðèäîð îøèáîê îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìîäåëè



Âèçóàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñò-

âå àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

ïîëèíîìèàëüíûå ëèáî íåÿâíûå ôóíêöèè.

Ïðèìåð èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà ïðÿìîé

çàâèñèìîñòè ïðèâåäåí íà ðèñ. 5, ãäå [x1, x4] —

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñïëàéí-ìî-

äåëè; [x2, x3] — ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ïðè

ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíîé ñïëàéí-ìîäåëè; [x1, x2]

è [x3, x4] — îáëàñòè ïðîãíîçà ïî èíòåðâàëüíîé

ñïëàéí-ìîäåëè;

ymax(x) = {Y4(x), x � [x1, x2]; Y1(x), x � [x2, x3];

Y3(x), x � [x3, x4]} — âåðõíÿÿ ãðàíèöà;

ymin(x) = {Y3(x), x � [x1, x2]; Y2(x), x � [x2, x3];

Y4(x), x � [x3, x4]} — íèæíÿÿ ãðàíèöà.

Èäåÿ àïïðîêñèìàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ

èñïîëüçîâàíèåì çàäàííûõ ñïëàéí-ôóíêöèé ãðà-

íèö ñãåíåðèðîâàòü íà êàæäîé ãðàíèöå êîíå÷íîå

÷èñëî òî÷åê, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò

èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîé êðèâîé

ïîäõîäÿùåãî âèäà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ. Âàðèàíò òàêîãî íàáîðà òî÷åê

ïðèâåäåí íà ðèñ. 6, ãäå îòìå÷åíû òî÷êè, êîòîðûå

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

àïïðîêñèìàöèè. Ôîðìà êîðèäîðà, âêëþ÷àÿ åãî

øèðèíó, íàêëîí è ñîîòíîøåíèå ìåæäó åãî ñðåä-

íåé ÷àñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ýêñïåðè-

ìåíòà ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíîé ñïëàéí-ìî-

äåëè, è «õâîñòàìè», ñîîòâåòñòâóþùèìè îáëàñòÿì

ïðîãíîçà ïî èíòåðâàëüíîé ñïëàéí-ìîäåëè, ìîæåò

ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ

äàííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò çàäà÷à âûáîðà êàê

÷èñëà àïïðîêñèìèðóþùèõ òî÷åê, òàê è èõ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìåæäó ñðåäíåé ÷àñòüþ è «õâîñòàìè»

êîðèäîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷-

íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðè êîðîòêèõ õâîñòàõ

ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü ÷èñëî àïïðîêñèìèðóþùèõ

òî÷åê íà ýòèõ ó÷àñòêàõ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

íåîáõîäèìî çàäàòüñÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ àï-

ïðîêñèìàöèè è îáåñïå÷èòü åå äîñòèæåíèå ïóòåì

ñèíòåçà ïëàíà ïî âûáîðó êîëè÷åñòâà òî÷åê è èõ

ðàñïîëîæåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîé

çàâèñèìîñòè äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ïëàíà

âñòðå÷àåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì

óïðàâëÿåìîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è

ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ðåøåíèå

çàäà÷è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû.

1. Â õîäå óïðàâëÿåìîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ãåíåðèðóåòñÿ íàáîð òî÷åê {xi, yi} íà

ãðàíèöàõ èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà, íåîáõîäèìûé

äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìèðóþùåé

ôóíêöèè.

2. Ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôè-

öèåíòû àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè. Ìàêñè-

ìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè

ñðàâíèâàåòñÿ ñ äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì å.

3. Åñëè äàïð � å, çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé.

Åñëè æå äàïð > å, â ïëàí âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà äîáàâëÿåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé èìåëà ìå-

ñòî íàèáîëüøàÿ îøèáêà. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ

ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà òðåáóå-

ìàÿ òî÷íîñòü. Åñëè äîñòèæåíèå òðåáóåìîé òî÷íî-

ñòè ïðè âûáðàííîé ôóíêöèè íåâîçìîæíî, åå çà-

ìåíÿþò íà áîëåå ñëîæíóþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíÿòû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ.

1. Êîýôôèöèåíò k çàäàåò ñîîòíîøåíèå ìåæ-

äó âåëè÷èíàìè îáëàñòè [x2, x3] è îáëàñòåé [x1, x2]

è [x3, x4] ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè [x1, x4].

2. Îáùåå ÷èñëî òî÷åê N, èñïîëüçóåìûõ äëÿ

ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè íà êàæ-
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Ðèñ. 6. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ èñõîäíûõ òî÷åê äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè



äîé èç ãðàíèö èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà, ðàçáèòî

íà äâå ñîñòàâëÿþùèõ:

Nm (m � [0 – 0,5]) òî÷åê, çàäàâàåìûõ âáëèçè

êàæäîé îáëàñòè ïåðåãèáà èíòåðâàëüíîãî êîðèäî-

ðà, ò.å. â èòîãå 2 × N × m òî÷åê êàê äëÿ ymax, òàê

è äëÿ ymin;

N(1 – 2m) òî÷åê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ

íà [x1, x4] ñ øàãîì (x4 – x1)/(n – 1).

3. Êîýôôèöèåíò z îïðåäåëÿåò óãîë íàêëîíà

èíòåðâàëüíîé ñïëàéí-ìîäåëè íà ó÷àñòêå [x2, x3].

4. Ïàðàìåòð d îïðåäåëÿåò øèðèíó èíòåðâàëà

(ymax – ymin) íà ó÷àñòêå [x2, x3].

5. y
min

àï è y max
àï — àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíê-

öèè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðà-

íèö èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ òî÷íîñòè àïïðîêñèìà-

öèè èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå:

�max max max( ) ,ñðåä àï
� ��

1 2

N
y y

N

�
min min min

( ) ,
ñðåä àï

� ��

1 2

N
y y

N

�max max maxmax| |,àáñ àï
� �y y

�
min min min

max| |,àáñ àï
� �y y

�max max maxmax| |/ ,îòí àï
� �y y Y

�
min min min

max| |/ .îòí àï
� �y y Y (7)

Ïåðâûé êðèòåðèé îïðåäåëÿåò ñðåäíèé êâàä-

ðàò îòêëîíåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè îò

ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñïëàéí-ôóíêöèè, çà-

äàþùåé ãðàíèöó èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà. Âòî-

ðîé è òðåòèé êðèòåðèè îïðåäåëÿþò ìàêñèìàëü-

íûå àáñîëþòíîå è îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèÿ àï-

ïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè îò ñïëàéí-ôóíêöèè,

çàäàþùåé ãðàíèöó èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà.

Â òåñòîâîì ïðèìåðå ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

[x1, x4] = [4, 11]; k � [0,1; 1] — îïðåäåëÿåò ñî-

îòíîøåíèå ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíîé îáëàñòüþ

è îáëàñòÿìè ïðîãíîçà îò [x2, x3] = [7,25; 7,75] è

[x1, x2] = [4; 7,25], [x3, x4] = [7,75; 11] äî [x2, x3] =

= [5, 10] è [x1, x2] = [4, 5], [x3, x4] = [10, 11]; z �

� [25°, 65°]; d � [0,5; 5].

Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíîìàìè

âòîðîãî ïîðÿäêà

Àïïðîêñèìèðóþùèå ïîëèíîìû äëÿ âåðõíåé

y xmax ( )ïîë è íèæíåé y x
min

( )ïîë ãðàíèö ñîîòâåòñòâåííî

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

y xmax ( )ïîë = â0max + â1maxx + â2maxx
2,

y xmax ( )ïîë = â0min + â1minx + â2minx2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåðõíåé Bmax =

= (â0max, â1max, â2max) è íèæíåé Bmin = (â0min, â1min,

â2min) ãðàíèö âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíîé ôîðìóëîé

ÌÍÊ:

Bmax = (FòF)–1Fòymax, Bmin = (FòF)–1Fòymin, (8)

ãäå ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé

F �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

1

1 1

2

2

x x

x x
N N

� � � .

Âû÷èñëèâ âåêòîðû ïàðàìåòðîâ Bmax è Bmin,

ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû àïïðîêñèìèðóþ-

ùèõ ôóíêöèé è ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ àïïðîêñè-

ìèðóþùèõ ôóíêöèé y xmax ( )ïîë — äëÿ âåðõíåé è

y x
min

( )ïîë — äëÿ íèæíåé ãðàíèö.

Ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ z = 45, k = 0,2, d = 1

ïðèâåäåí íà ðèñ. 7.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ (z, k,

d) ïî ôîðìóëàì (7) áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ

êðèòåðèåâ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äëÿ îáåèõ

ãðàíèö, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë:

ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç êðèòåðè-

åâ äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ñîâïàäàþò âíå

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïðÿìîé çàâèñèìîñòè:

� � �max min
,ñðåä ñðåä ñðåä

� � � � �max min
,àáñ àáñ àáñ

� �

� � �max min
;îòí îòí îòí

� � (9)
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Ðèñ. 7. Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè ïîëèíîìà-

ìè âòîðîãî ïîðÿäêà



àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèö ñ ïîìîùüþ ïîëèíî-

ìîâ âòîðîãî ïîðÿäêà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñ âûñîêîé

òî÷íîñòüþ: Ä
ñðåä

� 0,001, Ä
àáñ

� 0,05.

Ðàâåíñòâî êðèòåðèåâ (9) äëÿ íèæíåé è âåðõ-

íåé ãðàíèö èíòåðâàëüíîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò

ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó àíàëîãè÷íû-

ìè ïàðàìåòðàìè ïîëèíîìèàëüíûõ çàâèñèìîñòåé

îáåèõ ãðàíèö. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ ñðàâíèì ïàðàìåòðû âimax è âimin ïîëèíîìîâ

y xmax ( )ïîë è y x
min

( ).ïîë Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì çàâèñè-

ìîñòè îò âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ k è z (ðèñ. 8).

Ïðè àíàëèçå ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ è ñðàâ-

íåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âimax è âimin (i =

= 0, 1, 2) äðóã ñ äðóãîì è ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ x â âûðàæåíèè äëÿ

ñãëàæèâàþùåé è ñïëàéí-ìîäåëè âûÿâëåíû ñëå-

äóþùèå çàêîíîìåðíîñòè:

(â0max + â0min)/2 = b0, (â1max + â1min)/2 = b1,

â2max + â2min = 0. (10)

Ïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà ïîäòâåðæäàþò âû-

äâèíóòîå âûøå ïðåäïîëîæåíèå î âçàèìîçàâèñè-

ìîñòè ïàðàìåòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àïïðîê-

ñèìàöèè ãðàíèö èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà êâàäðà-

òè÷íîé ôóíêöèåé äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè âñå ðàñ÷å-

òû òîëüêî äëÿ îäíîé èç ãðàíèö ñ ïîñëåäóþùèì

ïðîñòåéøèì ðàñ÷åòîì ïàðàìåòðîâ äðóãîé ãðàíè-

öû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âäâîå ñîêðàùàåò îáúåì âû-

÷èñëåíèé.

Àïïðîêñèìàöèÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé

Îäíîé èç àëüòåðíàòèâ ïîëèíîìèàëüíîé àï-

ïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ ñãëàæèâàíèå ãðàíèö íåÿâ-

íîé ôóíêöèåé âèäà

f(x, y, a) = 0 èëè z(x, y) = f(x, y, a),

ãäå f è z — èçâåñòíûå ôóíêöèè; a — íåèçâåñòíûé

âåêòîð ïàðàìåòðîâ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà áûëè âû-

áðàíû êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ êàê íåÿâíûå ôóíê-

öèè, èìåþùèå íàèáîëåå ïðîñòîé âèä, îáùåå

óðàâíåíèå êîòîðûõ [12] çàäàåòñÿ â âèäå

a1x
2 + a2y

2 + a3yx + a4x + a5y + a6 = 0, (11)

ãäå aj — íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ â

óðàâíåíèè âîçìîæíû ðàçíûå âàðèàíòû ñå÷åíèÿ

êîíóñà ïëîñêîñòüþ è âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì êðè-

âûå âòîðîãî ïîðÿäêà, âêëþ÷àÿ ýëëèïñ, ãèïåðáîëó

è ïàðàáîëó. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé óðàâíåíèÿ

(11) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óìíîæåíèå âñåõ åãî êîýôôè-

öèåíòîâ íà ïîñòîÿííûé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü íå

èçìåíÿåò òèïà êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ.

Êàê è ðàíåå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ âîñïîëüçóåìñÿ ÌÍÊ. Äëÿ ýòîãî èñ-

õîäíóþ ìîäåëü îáúåêòà äëÿ íåÿâíîé ôóíêöèè, çà-

äàííîé íà ïëîñêîñòè, çàïèøåì â âèäå

z(x, y) = a1f1(x, y) + ... +
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Òàáëèöà 1. Êðèòåðèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè

z k, % d �max
ñðåä

�min

ñðåä
�max

àáñ
�min

àáñ
�max

îòí
�min

îòí

45 10 0,5 0,00087 0,00087 0,06044 0,06044 0,00672 0,00672

45 15 0,5 0,00090 0,00090 0,05373 0,05373 0,00597 0,00597

45 20 1 0,00096 0,00096 0,04917 0,04917 0,00490 0,00490

45 25 2 0,00107 0,00107 0,05266 0,05266 0,00596 0,00596

45 30 2 0,00113 0,00113 0,05544 0,05544 0,00629 0,00629

65 20 1 0,00096 0,00096 0,04917 0,04917 0,00325 0,00325

55 20 1 0,00096 0,00096 0,04917 0,04917 0,00411 0,00411

35 20 0,5 0,00096 0,00096 0,04917 0,04917 0,00573 0,00573

25 20 2 0,00096 0,00096 0,04917 0,04917 0,00666 0,00666

k

k

k

z1

z1

z1

Ðèñ. 8. Ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïî-

ëèíîìîâ



+ ajfj(x, y) + ... + amfm(x, y), (12)

ãäå z(x, y) è fj(x, y) — èçâåñòíûå ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé z ìîæåò áûòü âûáðàíà

ëþáàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ fj(x, y). Îäíàêî öåëåñî-

îáðàçíî [12] âûáèðàòü òîò ÷ëåí óðàâíåíèÿ, äëÿ

êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàèáîëüøàÿ òî÷íîñòü êîýô-

ôèöèåíòà. Íàïðèìåð, åñëè îñíîâíàÿ öåëü —

ïðåäñêàçàíèå ïåðåìåííîé y ïî çàäàííîìó x, òî

öåëåñîîáðàçíî çàïèñàòü ìîäåëü y = f(x, y), â êîòî-

ðîé a5 = –1.

Òàêèì îáðàçîì, âûáðàííóþ ìîäåëü (11) ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü êàê

y = a1x
2 + a2y

2 + a3yx + a4x + a6, (13)

ãäå a5 = –1. Ïîäîáíàÿ çàïèñü íå ñíèæàåò îáùíî-

ñòè ïîäõîäà, ïîñêîëüêó åñëè âûáðàòü a5 � –1, òî

ìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå â âèäå

y = c1x
2 + c2y

2 + c3yx + c4x + c6,

ãäå cj = aj/a5, à ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

cj — ïðîâåñòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è âû÷èñ-

ëèòü èñêîìûå ïàðàìåòðû aj.

Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ôîðìèðóþò-

ñÿ âåêòîð z, ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé F è çà-

ïèñûâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Fa = z, (14)

êîòîðàÿ, åñëè ìîäåëü (12) àäåêâàòíî îïèñûâàåò

ÿâëåíèå, èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

a = (FòF)–1Fòz. (15)

Äëÿ ïåðåõîäà ê ìîäåëè (11) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè

òðèâèàëüíîå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è âû÷èñ-

ëèòü èñêîìûå ïàðàìåòðû aj.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè îáåèõ ãðàíèö èíòåðâàëüíîé ìîäåëè ÿâëÿ-

þòñÿ âåêòîðû xÓ è yÓ ðàçìåðîì 2N, ñôîðìè-

ðîâàííûå èç äâóõ âåêòîðîâ çíà÷åíèé äëÿ âåðõíåé

y max
 è íèæíåé y

min

 ãðàíèö: xÓ = [x x] è yÓ =

� [ ].
min maxy y  

Äëÿ ìîäåëè (13) ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé

è âåêòîð z èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

F �

�

x x x x x

x

x

x y y

N

N

N N

1

2

1

2
1 1 1

2

1

2

2

2

2

2

1

� � � � �

� � � �

� � � �

� � � � �

2 2 2
1

N N N
y y

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

, z �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y

y
N

1

2

� .

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (13) èçâåñòíûå çíà÷å-

íèÿ âåêòîðà x è îïðåäåëåííûå ïî (15) ïàðàìåòðû

aj, ìîæíî äëÿ êàæäîãî x íàéòè äâà ðåøåíèÿ —

y
min

íåÿâ è y max ,íåÿâ êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

ê îòäåëüíîé âåòêå ãèïåðáîëû, àïïðîêñèìèðó-

þùåé ãðàíèöó èíòåðâàëüíîé ìîäåëè.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ

ïî êà÷åñòâó àïïðîêñèìàöèè

Ïðîàíàëèçèðóåì êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè

îáîèõ ìåòîäîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè. Äëÿ

ýòîãî ïîñòðîèì çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé êàæäîãî èç

êðèòåðèåâ îò âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êðèòå-

ðèåâ îò øèðèíû îáëàñòè ýêñïåðèìåíòà d, ò.å. îò

âåëè÷èíû îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ, ñ êîòîðîé áûë

ïîñòðîåí èíòåðâàëüíûé êîðèäîð. Çäåñü [x2:x3] =

= [5:10]; k = 0,2; z = 45; N = 40; m = 0,25. Ïðè

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé îøèáêå ïðåäñêàçàíèÿ

(äëÿ êîíêðåòíîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ d =

= 5) è äëÿ k = 1 çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ îáîèõ
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Ðèñ. 9. Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò øèðè-

íû îáëàñòè ýêñïåðèìåíòà: � — àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíî-

ìàìè; �— àïïðîêñèìàöèÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé

Òàáëèöà 2. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò

øèðèíû îáëàñòè ýêñïåðèìåíòà

Àïïðîêñèìàöèÿ Ä
ñðåä

Ä
àáñ

Ä
îòí

Ïîëèíîìàìè 0,02 0,25 0,025

Íåÿâíûìè ôóíêöèÿìè 0,03 0,35 0,030



ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè äàþò ðåçóëüòàòû, ïðåä-

ñòàâëåííûå â òàáë. 2.

Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè

àïïðîêñèìàöèè îò êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ òî÷åê N. Çäåñü [x2:x3] = [5:10]; k = 0,2; z =

= 45; d = 1; m = 0,25. Ïðè ïîñòðîåíèè äàííûõ

çàâèñèìîñòåé âåëè÷èíà N âàðüèðîâàëàñü â ïðå-

äåëàõ îò 6 äî 80. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ãîâîðèò î

òîì, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíèö ïðåäëîæåí-

íîé èíòåðâàëüíîé ìîäåëè âïîëíå äîñòàòî÷íî 30

òî÷åê, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì íàáîðå N çíà÷åíèÿ

êðèòåðèåâ óñòàíàâëèâàþòñÿ íà ñâîåì îïòèìàëü-

íîì óðîâíå. Ðåçóëüòàòû äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ àï-

ïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3.

Âåëè÷èíà íàêëîíà ôóíêöèè z1, êàê âèäíî èç

ðèñ. 11, äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ñêà-

çûâàåòñÿ ëèøü íà çíà÷åíèè êðèòåðèÿ Ä
îòí: óâå-

ëè÷åíèå óãëà íàêëîíà âåäåò ê ïðÿìî ïðîïîðöèî-

íàëüíîìó ñíèæåíèþ çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ

[x2:x3] = [5:10]; k = 0,2; d = 1; N = 40; m = 0,25).

Çàâèñèìîñòü îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ îò äàííîãî ïà-

ðàìåòðà íå óñòàíîâëåíà.

Íà ðèñ. 12 ïðèâåäåíû ôóíêöèè, íàéäåí-

íûå äëÿ ñëó÷àÿ [x1; x2] = [4; 5], [x2; x3] = [5; 10],

[x3; x4] = [10; 11], z1 = 45, k = 0,2, d = 1, N = 20.

72 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2019. Òîì 85. ¹ 3

Ä
ñðåä

Ä
àáñ

Ä
îòí

N

N

N

0,0020

0,0015

0,0010

0,0005

0,0000

0,010

0,008

0,006

0,004

0,002

0,000

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

6

6

6

12

12

12

18

18

18

24

24

24

30

30

30

36

36

36

42

42

42

48

48

48

54

54

54

60

60

60

66

66

66

72

72

72

78

78

78

Ðèñ. 10. Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñ-

ëà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê: � — àïïðîêñèìàöèÿ ïîëè-

íîìàìè; �— àïïðîêñèìàöèÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé

Òàáëèöà 3. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê

Àïïðîêñèìàöèÿ Ä
ñðåä

Ä
àáñ

Ä
îòí

Ïîëèíîìàìè 0,008 0,055 0,0050

Íåÿâíûìè ôóíêöèÿìè 0,012 0,065 0,0055

Ä
ñðåä

Ä
àáñ

Ä
îòí
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Ðèñ. 11. Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò óãëà

íàêëîíà: �— àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíîìàìè; �— àïïðîê-

ñèìàöèÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé

Òàáëèöà 4. Ðàññ÷èòàííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé

y xmax( )àï = â0max + â1maxx + â2maxx2 y xmin ( )àï = â0min + â1minx + â2minx2

â0max â1max â2max â0min â1min â2min

0,0164 0,7542 6,3769 –0,0164 1,2458 3,6231

f(X, Y, A) = a1x2 + a2y2 + a3yx + a4x + a5y + a6

a1 a2 a3 a4 a5 a6

0,098 0,1 –0,199 1,028 –1 2,374



Ïàðàìåòðû è îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïîëè-

íîìèàëüíûõ è íåÿâíûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû ñî-

îòâåòñòâåííî â òàáë. 4 è òàáë. 5.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàëî íåáîëüøîå

îòëè÷èå â çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ (ñì. òàáë. 5) äëÿ

ñëó÷àÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè è íåÿâíîé

ôóíêöèåé, õîòÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíîìàìè â

öåëîì äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïðè ïðèìåðíî ðàâ-

íîé òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî êîðèäîð îøè-

áîê ìîäåëè, ïîëó÷åííîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

íåòî÷íîñòü èñõîäíûõ äàííûõ çàäàíà â èíòåð-

âàëüíîé ôîðìå, â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêîãî

ïîäõîäà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü íå äâóìÿ, à ÷åòûðü-

ìÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿìè è ëèíåéíûìè ñïëàéí-

ôóíêöèÿìè, ãäå ïåðâàÿ ïàðà ôóíêöèé îïèñûâàåò

êîðèäîð îøèáîê âíóòðè äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ

âõîäíîé ïåðåìåííîé â ýêñïåðèìåíòå, à âòîðàÿ

ïàðà — êîðèäîð âíå ýòîãî äèàïàçîíà.

Ðåøåíà çàäà÷à àíàëèçà è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ

àïïðîêñèìàöèè ñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê,

ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ,

ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, çàäàþùèõ êî-

ðèäîð îøèáîê, ìîãóò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû

ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà è íåÿâíûå ôóíêöèè â

âèäå êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé.

Ñïëàíèðîâàí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò,

â ðàìêàõ êîòîðîãî:

ñôîðìóëèðîâàíû êðèòåðèè, îïðåäåëÿþùèå

òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè;

îïðåäåëåíû îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ òî÷åê íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëüíîãî

êîðèäîðà, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ðàññ÷èòûâàþò-

ñÿ êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé.

Ðàçðàáîòàííûé ýêñïåðèìåíò ìèíèìèçèðóåò

÷èñëî ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ïðè óñëîâèè îáåñïå-

÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è àï-

ïðîêñèìàöèè.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àï-

ïðîêñèìàöèè ãðàíèö èíòåðâàëüíîãî êîðèäîðà

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè âñå

ðàñ÷åòû òîëüêî äëÿ îäíîé èç ãðàíèö ñ ïîñëåäó-

þùèì ïðîñòåéøèì ðàñ÷åòîì ïàðàìåòðîâ äðóãîé

ãðàíèöû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âäâîå ñîêðàùàåò îáú-

åì âû÷èñëåíèé. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíûõ

ñïëàéíîâ, çàäàþùèõ êîðèäîð íåîïðåäåëåííîñòè,

äîñòàòî÷íî 30 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàëî íåáîëüøîå

îòëè÷èå â çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ äëÿ ñëó÷àÿ

àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè è íåÿâíîé ôóíêöè-

åé ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ïðåèìóùåñòâå àïïðîêñè-

ìàöèè ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé. Â öåëîì îáà

îïèñàííûõ ïîäõîäà ê àïïðîêñèìàöèè ãðàíèö èí-

òåðâàëüíîé ìîäåëè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî ðàâ-

íîöåííûìè ïî òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé è òî÷-

íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Òàáëèöà 5. Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ òî÷íîñòè

Âèä ôóíêöèè Ãðàíèöà Ä
ñðåä

Ä
àáñ

Ä
îòí

y xmax( )ïîë Âåðõíÿÿ 0,00096 0,04917 0,00490

y xmin( )ïîë Íèæíÿÿ 0,00096 0,04917 0,00490

f(X, Y, A) Âåðõíÿÿ 0,00120 0,05533 0,00540

Íèæíÿÿ 0,00120 0,05580 0,00523

12

17

16

15

14

13

11

10

9

8
5 7 94 6 8 10 11

ymax
ïîë( )

( )

( , , )

x

y x

f X Y A

min
ïîë

y

x

Ðèñ. 12. Ñðàâíåíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé



8. Îðëîâ À. È. Ñòàòèñòèêà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ (îáîáùà-

þùàÿ ñòàòüÿ) / Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðè-

àëîâ. 2015. Ò. 81. ¹ 3. Ñ. 61 – 69.

9. Íîâèêîâ Ä. À., Îðëîâ À. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû àíà-

ëèçà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ / Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Äèàã-

íîñòèêà ìàòåðèàëîâ. 2014. Ò. 80. ¹ 7. Ñ. 5 – 6.

10. Âîùèíèí À. Ï., Ñêèáèöêèé Í. Â. Îáðàáîòêà íåòî÷íûõ

äàííûõ êàê íåîïðåäåëåííûõ ÷èñåë / Âåñòíèê ÌÝÈ. 2005.

¹ 3. Ñ. 95 – 107.

11. Ñêèáèöêèé Í. Â. Ïîñòðîåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ñòàòè-

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ ïî èíòåðâàëüíûì äàííûì /

Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ. 2017.

Ò. 83. ¹ 1. Ñ. 87 – 93.

12. Èëüèí Â. À., Ïîçíÿê Ý. Ã. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. —

Ì.: Íàóêà, 1988. — 223 ñ.

REFERENCES

1. Chimmelblau D. Analysis of the processes with statistical

methods. — Moscow: Mir, 1973. — 948 p. [Russian translation].

2. Demidenko E. Z. Linear and nonlinear regression. — Mos-

cow: Finansy i Statistika, 1981. — 302 p. [in Russian].

3. Orlov A. I. Applied statistics. — Moscow: Ékzamen, 2006. —

671 p. [in Russian].

4. Krutiko P. D. Inverse problems of controllable systems, linear

models. — Moscow: Nauka, 1987. — 304 p. [in Russian].

5. Romanov V. G. Inverse problems of mathematical physics. —

Moscow: Nauka, 1984. — 261 p. [in Russian].

6. Skibitskiy N. V. Application of the statistical approach to the

construction of direct and inverse characteristics of the object /

Zavod. Lab. Diagn. Mater. 2016. Vol. 82. N 11. P. 67 – 75 [in

Russian].

7. Vochinin A. P. Interval analysis of data: development and

prospects / Zavod. Lab. Diagn. Mater. 2002. Vol. 68. N 1. P. 95 –

98 [in Russian].

8. Orlov A. I. Statistics of interval data (generalizing article) /

Zavod. Lab. Diagn. Mater. 2015. Vol. 81. N 3. P. 61 – 69 [in Rus-

sian].

9. Novikov D. A., Orlov A. I. Mathematical Methods for Analy-

sis of Interval Data / Zavod. Lab. Diagn. Mater. 2014. Vol. 80.

N 7. P. 5 – 6 [in Russian].

10. Vochinin A. P., Skibitskiy N. V. Processing of inaccurate data

as undetermined numbers / Vestn. MÉI. 2005. N 3. P. 95 – 107

[in Russian].

11. Skibitskiy N. V. Construction of direct and inverse static

characteristics of objects by interval data / Zavod. Lab. Diagn.

Mater. 2017. Vol. 83. N 1. P. 87 – 93 [in Russian].

12. Iliin V. A., Pozniak E. G. Analytic geometry. — Moscow:

Nauka, 1988. — 223 p. [in Russian].

74 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2019. Òîì 85. ¹ 3


